I CHAPTER 1
COUNTI NG;

I This chapter is the first to appeal to the nmathemati cal axions
and rul e of deduction (Induction). It refornulates certain of
themin terns of the I ogical |anguage which has been introduced in
Sections Il and Il and proves sinple consequences. It finishes
by stating and proving an inportant | emma and and i nportant
theorem The emma asserts that a finite count is not changed
even if two itens are swtched; and the theoremstates that finite
counts yield a uni que nunber. i
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( wn O OCODhalb ( €[(n, Qg &DE (Caab) O TnDO ) )

130 (& 27) i

wn O OCODOabb ( €[n,C &DE (Caab) O Tn, DO )
, 1 31 ((O)E 30) i

OCODOalb ( ©[n,Q & DE (Caab) O €n, DO )
)1 32 (OE 28,31)

W M ,1 33 (Prem i
C,Dab ! 34 (Prem i
CimC &DE (Caab) ,' 35 (Prem i
G[m C , ! 36 (& 35) i
DE (Ca ab) , 1 37 (& 35) i

(m=00-m=0) 1 38 (OB 13.4)



m=00-m=20
m=0

o[ 0]

OCODOalb ( G[0,Q & D

39 (()E 38)
40 (Pren

41 (=E: 33, 40)

(Caab) O T[o,0O )

42 (OE 24, 41)

( €0, &DE (Caab) O T[o,0 )

.1 43 (OE 42)
C[0,CQ & DE (Caab ,! 44 (=E 35, 40)
T[0,CQ &DE (Caab) O T[O,D

,! 45 (()E 43)
10, D ;1 46 (OE 44, 45)
CIm D , 1 47 (=E 40, 46)

m=00 TimD , ! 48 (O1: 40, 47)

- m=0 ,' 49 (Prem
wn &o[n,MmM & EmC ,1 50 (& : 29, 36)
wn &onm&EmMC &-m=20

,! 51 (& : 49,50)
(wn &onm & EMC &-m=0

O a (ma] & G[n,(C1 ma)]
&= ((Citma)l)ray) )
,! 52 (OE P14)

wn &onm&TCEMC &-m=20

O b (Oma] & G[n,(Ct ma)] &= ((Ct ma)l)ray)
!

A (Oma] & G[n,(Ct ma)] &~ ((Ci1 ma)l)ra))

53 (()E 52)

54 (OE 51, 53)

(Gmec] & G[n,(Ct mc)] &= ((Ct mc)l)re))

55 ([E: 54)

gmec] & Gn,(Ct mc)] &= ((Ct mc)l)c]

amc]

En,(C1 mc)]

56 (()E: 55)
57 (& 56)

58 (& 56)



= ((Ct mc))el ,! 59 (&E: 56) i

((Ci1 mc) a ab) ((Ci1 mc) a ab)

160 (OB 1111.7) i

Tn,(C1 mc)]

& ((Citmc) aab) 2 ((Cimc) aahb)
,! 61 (& : 58, 60) i

( wn & E[n,(C1t mc)]
& ((Cimc) aab) 2 ((Citmc) aab)
O ZTn,((Ct mc) aab))
, ! 62 (OE 32) i

Tn,(C1 mc)]
& ((Cit mc) a ab) ((Cit mc) a a b

O Tn,((Ct mc) aa b)]
, ! 63 (O)E 62) i

GIn, ((Ct mc) a a b)] ,! 64 (OE 61,63)

I To show
(A ( - (((Ct mc) aabl)a &((m=c) aab) E(m=a))
[

(c=al-c=a) 1 65 (OE 13.4) |
c=al-c=a 1 66 (()E: 65) i
c=a 1 67 (Prem i
= ((Cit mc))a] ! 68 (=E: 59, 67) |

(=~ ((Citmc)l)yfag O -~ (((C1 mc) aab)l)iby)
)1 69 (OE 11115.35)
i

- ((Ctmc)l)ral O = (((Ct mc) aab)l)ip

1 70 (()E 69) i

- (((Ct mc) aabl)by ,! 71 (OE 68,70)
((m=a) aab) E(m=b) ,! 72 (IE I1115.41)
i

((m=c¢c) aab) E(m=Db) ,! 73 (=E 67,72) i

= (((Ctmc) aab)l)p
& ((m= c) a a b) (mm= D)
U074 (&l 71, 73) 1

(= (((Ctmec) aab)l)ib

Q



& ((m=c) aab) E(m=Dhb))
75 ()1 74) i

Ca (= (((Cimc) aab)l)al
& ((m=c) aab) E(m=a))
, 0 76 (O: 75) 1
= a
Ca (= (((Ctmc) aab)l)ra
& ((m=c) aab) E(m=a) )
177 (O1: 67,76)

c
H

-c=a 1 78 (Prem i
(c=bO-c=0b) 179 (OE 13.4)
c=bO-c=b 1 80 (()E: 79) i
c=b 1 81 (Prem i
= ((Ct mc)l)[b] ,! 82 (=E: 59,81) |

( = ((Ctmec)l)y[h
O - (((Ctmc) aab)l)a )
1 83 (OE: 11115. 36)
i

- ((Cime)lyib O - (((Cl mc) a a b)l)ral

184 (()E 83) i

= (((Ct mc) aab)l)la,! 85 (OE 82,84)
((m=Db) aab) E(m=a),! 8 (UE 11115.40)
i

((m=c) aab) E(m=a),! 87 (=E 81, 86) i

= (((Ctmec) aab)l)a
& ((m=c) aab) E(mm= a)
,! 88 (& : 85,87) i

( - (((Cimc) aahb)l)al
& ((m= c) a ab) E
, 189 (()I: 88) i

(A ( - (((Cimc) aabl)a]
& ((m=c¢c) aab) E(mm=a))
,1 90 (O: 89) i

c=0Db
O (- (((Cit mc) aab)l)a]
& ((m=c) aab) E(m=a) )



)1 91 (O1: 81,90) i

- c=Db , 192 (Prem 1

|
(e

nc=a&-c = 1 93 (&: 78,92) |

~-c=a&-c=b&=-((Cit mc)l)[c]
,1 94 (& : 59,93 i

(mc=a&-c=b&=-((Cit mc)l)[c
= (((Ctmc) aab)l)re )
195 (OE: 11115, 34)
i

O

~c=a&-c=b&-((Citmc)l)[c

O = (((Ct mc) aab)l)c
1 96 (()E: 95) i

= (((Ct mc) aab)l)cr,! 97 (OE 94,96)

(~c=a&-c=0b>b
O ((m=c) aab) E (m=c) )
,!1 98 (OE 11115.43)
[

- c=aé&-c=b0((m=c) aab) E(m=c)
199 (OE 98) i

((m=c¢c) aab) E(m=c),! 100 (OE 93,99

= (((Ctmec) aab)l)e
& ((m=c) aab) E(mn=c)
, 1101 (& : 97,100) j

( =~ (((Cimc) aab)l)c
& ((m=c) a ab) (m=¢c) )
;0102 (()1: 101) i

Ca (= (((Cimc) aab)l)al
& ((m=c) aab) E(m=a))
,1 103 (O: 102) i

- Cc=5b
O (- (((Ct mc) aab)l)a
& ((m®=c) aab) E(m=a))
,1 104 (O1: 92,103)
|

Ca (= (((Cimc) aab)l)al
& ((m=c) aab) E(m=a))
,! 105 (CE 80,91,
104) i



- C = a
O (- (((Ct mc) aab)l)al
& ((mm=c) aab) E(mm=a))
1106 (O1:

2 (= (((Cimc) aahb)l)a
& ((m=c) aab) E(m=a) )

1107 (CE

( =~ (((Cimc) aahb)l)x
& ((m=c) aab) E(m=x) )

! 108 (LE:
= (((Ct mc) aab)l)rx
& ((m=c) aab) E (mm= x)

1109 (OE
= (((Ct mc) aabl)x 1 110 (&E:
wn &onm&=-(((Ct mc) aa b)l)[x]

111 (&
( Odmecl O C= ((Ct mc) ¥ (m=c)) )

1112 (OE
Cmc] O CE ((Cimc) @Y (m=c))

1113 () E
CE((Cimc) Y (mm=c)) , 1 114 (OE

CE((Cimc) Y (mm=c))

& ((Cimc) aab) 2 ((Citmc) aab)
1115 (&l

((m=c) aab) E(mm= x) , 1 116 (&E

CE((Cimc) Y (m=c))
& ((Cit mc) a ab) ((Cimc) a ab)

& ((m=c) aab) E (m= x)
117 (&

(CE((Cimc) Y (m=<c))
& ((C1t mc) a a b) ((Ci1 mc) a ab)
& ((m=c) aab) E(mm= x)

78, 105)
i

66, 77,
106) i

107) i

108) i

109) i
29, 110)

11114. 12)
i
112)

57, 113)
i

60, 114) |

108) i

115, 116)
i

O (Caab) 2 (((Citmc) aab) Y (m=x)) )

1118 (OE

11115, 29)
i



CE((Cimc) @Y (mm=c))

& ((Cimc) aab) 2 ((Cimc) aab)
& ((m=c) aab) E(m= x)
O (Caab) 2 (((Ctmc) aab) Y4 (m=x))

, 1119 (()E 118) i

(Caab) 2 (((Cimc) aab) Y (mm=Xx))
,! 120 (OE 117, 119)
i

DE (Ca ab)
& (Caab) 2 (((Cimc) aab) “w (mm= X))
0121 (& 37,120)

( DE (Caab)
& (Caab) (((Ctmc) aab) Y (mm=Xx))
O DE (((Citmc) aab) Y (m=x)) )
, 1122 (OB 1111.15)
|

DE (Ca ab)
& (Caab) 2 (((Cimc) aab) “w (mm= X))
O DE (((Cimc) aab) Y (m=x))
1123 (()E 122) i

DE (((Citmc) aab) Y (mm=Xx))
! 124 (OE 121, 123)
i

wn &onm&-(((Ct mc) aa b)l)x
&DE (((Citmc) aab) “w (m=Xx))
,1 125 (&: 111, 124)
[

wn &onm&=-(((Ct mc) aa b)l)x]
&DE (((Cimc) aab) “w (mm= X))
& C[n,((C1 mc) a a b)]
, 1126 (&: 64,125) ;

(wn &ofnnm &~ (((Ct mc) aab)l)ix
&DE (((Cimc) aab) Y (m=Xx))
& C[n,((C1 mc) a a b)]

O @mD )
! 127 (DE P10) i

wn &onm&=-((Ct mc) aab)l)[x
&DE (((Cimc) aab) “w (mm= X))
& C[n,((C1 mc) a a b)]

O GimD
1128 (OE 127)



G[m D , 1129 (OE 126, 128)
i

-m=00 &mD 1130 (O1: 49, 129)
i

GIm Dy 1 131 (CE 39, 48
130) i

BmC &DE (Caab) O GmbD ,! 132 (O1: 35,131)
i

( EmQg &D=E (Caab) O EmDO )
1133 (()1: 132)

OCODdalb ( E(mQ &DE (Caab) O EmD )

1134 (0O1: 34,133) i

«om O OCODdalb ( EmC & D= (Caab) O &mD )
)1 135 (O1: 33,134)
i

(wm O OCODhatlb ( E(mC &DE (Caab)y O EmD ) )

, 1136 (()1: 135) i

wn & ofn,m
& ( wn O OCODOaldb ( ©[(n,CQ &DE (Caab) O Tn,O ) )
O ( om 0O OCODOalb ( EimC &DE (Caab) O TEmD ) )
, 1137 (O1: 27,136)
[

(wn &o[nn

& (wn] O OCODOalb ( ©[(n, ¢ &DE (Ca ab) O Tn,DO ) )

O ( om O OCODOalb ( EimC &DE (Caab) O TmD ) ) )
, 1138 (()I1: 137) i

OnOm ( «win] & o[n, M
& ( wn O OCODOabb ( ©[n, g &DE (Ca ab)
O ©in, O )
O ( «om 0O OCODOalb ( E(mC & DE (Ca a b)

O €mDb ) ) )
! 139 (O1: 26,138) j

" —

On ( «on O ( wn O OCODOalb ( ©€[(n, g & DE (Ca a b)

O @D ) ) )
,! 140 (Induct: 25,139)
i

n,C D a,b , 1 141 (Pren i

wn & Bn,C &DE (Ca a b) , 1142 (Prem i



W[N] 1143 (&E 142) i
©G[n,g &DE (Ca a b) 1144 (&E 142) i

( wn O ( wn O OCODOalb ( ©€[(n,C &DE (Ca a b)

O ©n,D0O ) ) )
! 145 (OE 140) i

wn O ( wn O OCODOallb ( €[n,C & D= (Ca a b)

O @n,0O ) )
1 146 (()E 145)

( wn O OCODOalb ( €[(n,C &DE (Caab) O Tn, DO ) )
, ! 147 (OE 143, 146)

win] O OCODOatb ( €[n,C] &DE (Ca ab) O Tn, DO )

, 1148 (()E 147) i

OCODdalb ( €(n,C &DE (Ca ab) O €in, DO )
,! 149 (OE 143, 148)
i

( E(n,Q &DE (Caab) O Tn,DO ),! 150 (O 149) i

Cn,CQ &DE (Ca ab) O €[n,D ,1 151 (()E 150) i

G[n, D 1 152 (OE 144, 151)
i

wn & En,C &DE (Caab) O C[n, D
1 153 (O1: 142, 152)
i

( wn & En, G &DE (Ca ab) O E[n,0O )
,1 154 (()1: 153) i

OnOCODOalb ( win] & ©[(n,C &DE (Caab) O Tn, D )
I 155 (0l : 141, 154)
i

O
I 17. Equival ent predicates count with the same nunbers. i
F OnOCOD ( win] & ©[n,g & CE DO Gn, DO ) ;

n,C, D 11 (Prem i

1]
O

wn & T[n, Qg &C , 12 (Pren) i

wn & G[n, g I 3 (& 2) i



CED !4 (& 2) i
(Cann) EC ! 5 (OE 11115.25) |
(Cann EC&CED 1 6 (&: 4,5) i
((Cann EC&CEDODE(Cann))

07 (OB 1111.16)
(Cann EC&CE=EDODE (Cann)

8 (OB 7) i
DE (Cann , ' 9 (OE 6,8) i
wn & &n g &DE (Can n) 1 10 (& 3,9) 1

( wn & TN, g &DE (Cann) O En,D0O )

, ! 11 (OE P16)
i
wn & Tn,C &DE (Ca nn) O C[n,D
12 (OE 11) i
CTin, D , ! 13 (OE 10,12)
wn & &n, g & CE DO ©[n, D 114 (O1: 2,13)
( wn & &N, Qg &CEDO Gn, DO ) JL15 ()1 14) i

OnOCOD ( wn & En,C &CE DO €[n, O )
I 16 (0O1: 1,15) i

0

I Reformul ation of CountExist. |t appears here, since an appeal
to P17 is necessary. i

I 18. i
F OnOCOa ( win] & &[n, g & -~ X X, a]

O Om( oM & Gm(CY (m=a))] ) ) i

n, C, a 11 (Prem [

wn & T[n, g & - [X Jx, a] , 12 (Pren i

( wn & T[n,Q & - X dx,a]
O Om( om & Em{x,y : Ox,y] O(x =m&y =2a)}] ) )
,1 3 (OE: Count Exi st)
i

wn & G[n, g & - X dx, a]

O On( ofm & Em{x,y : Ox,y] U(x =m&y =a)}] )
4 (OE 3) i



n( oM & Tm{x,y :

(WM & Em{x,y :

win

{x,y:

win

& {x,y :

ax,yl] O(x =m&

& Tim{x,y : x,y] O(x =m&y

ax,yl U(x =m&y =a)} = (C

& Cim{x,y : Cx,y] O(x =mé&y

(wm & E[m{x,y :

&

wfn

& {x,y :

ax,y] O(x =mé&y =a)} = (

ax,y] O(x =m&

1 5 (OE

y =a}l )

ax,y] O(x =mé&y =a)}] )

2,4)

, 1 6 ([(E 5)

a) }]
7 (OE

Y (m= a))
1 8 (OE

= a)}]
C
!

y = a)}l

6)

[1112.16)

Y (m= a))
9 (&: 7,8)

{x,y - Ox,y] O(x =m&y =a)} 2 (C4 (m= a))
O Sm(CY (m=a))] )

1 10 (CE:

& GIm{x,y : gx,y] O(x = m&y = a)}]

O Tm(CYw (m= a))]

Gm(CHY (m= a))]

wf

WM & GM(CH (m= a))]

(wm & Gm(CY (m=a))] )

n( oM & Gm(CY (m*= a))] )

wn & Cn,g & - [X Jx,a]
O On( ofm & Em(CY (m=a))] )

( wn & C[n, g & - [X (x,a]
O On( ofm & Bm(CH (m=a))] ) )

OnOCOa ( winl & €E[n,Q & - [X Jx,a]
O Om( om & Bm(CH (m=a))] ) )

0

19.

The Theorem of

Uni que Counti ng.

11 (OE
112 (OE
113 (&E:
114 (&
115 ()1

116 (0O:

117 (O

118 ()1

1 19 (Ol

P17)

ax,y] O(x =m&y =a} = (C4 (m* a))

10)
9, 11)
7)
12, 13)
14)

15)

2, 16)

17)

1, 18)



F OnOkOCOD ( winl & p(wp] & o[p,kl) & G[n, Q & Grk, D
& (cd) =(p) O0n=k) i

I W prove first
On (N
0 ( wn O OkOCOD ( Cp(wipl & o[p,kl) & ©[n,Q
& Gk, D0 & (d) = (D)
On=k)))
by induction, taking ¢ to be
( win]
O OkOCOD ( (p(wip]l & o[p,kl) & ©[n,Q & Trk, D
&(d) =(D) O0n=k))
W nust prove
(w0
0 OkOCOD ( p(wp]l & o[p,kl) & C[0,C & Cik,D
&(d) =) 00=k))

and
OnOm ( w{n] & o[n,m
& ( wn
0 OkOCOD ( Cp(wip] & o[p,k]) & ©G[n, g & Tk, D
&(cd) =(D) D n=k))
O ( wm
0 OkOCOD ( Cp(w{pl & o[p,k]) & E(mQ & Tk, D
& (cd) =(D) D m=k))) i
I To prove:
(o]
0 OkOCOD ( Ch(wipl & o[p, kl) & G[0,Q & B[k, D
&(d) =(d) D o=k)) i
W) 0] , 11 (Pren i
k, C, D 12 (Prem i
p(w{p] & o[p,k]) & G[0,Q & Tk, D & (c) = (D)
, 1 3 (Prem i
%[0, g 1 4 (& 3) i
Tk, D ' 5 (& 3) i
(cdy = (D) ! 6 (& 3) i
( (dy =(Dy O (D) = (c)) 17 (OB 111.10)
(cly =(D) o (D) =(d) 18 (OE 7) i

(D) = (d) .1 9 (OE 86,8) i



Gk, D & G[O, 110 (& : 4,5) i

Gik,D & ©[0,Q & (D) = (d) 111 (& 9, 10) i
( Gk,D & &[0, & (D) =(d) 0 k =0)

! 12 (OE: P8) i
Gik,D & ©[0,q & (D) =(cd) O k=0

113 ((O)E 12) i
k =0 114 (OE 11,13)
k = k , 115 (=1) i
0 = k ! 16 (=E: 14,15)

(p(wip] & o[p,kl) & ©[0,Q & Gk,DO & (Cl) = (D) O 0=k
,1 17 (O1: 3,16)

( Cp(wipl & olp, k1) & ©[0,Q & G[k, D & (c) = (D)

00 =k)
118 ((O)I1: 17) i
OkOCOD ( Cp(wip] & ofp,k]) & ©[0,Q & Gk, 0 & (C') = (D)
0 0 = k)
;019 (O 2,18) i
) 0]
0 OkOCOD ( Ch(wip] & o[p,kl) & ©[0,Q & &k, D & (c) = (D)
O 0 = k)
120 (O1: 1,19)
( 0]
O OkOCOD ( Cp(wip] & o[p,k]) & ©[0,Q & ©[k,O & (c) = (D)
0 0 =k))
121 (()1: 20) ;
I To prove:
OnOm ( w{n] & o[n,m
& (wn
0 OkOCOD ( Ch(wip] & o[p,kl) & G[n, g & Tk, D
&(cd) =(D) On=k))
O ( «om
0 OkOCOD ( Cp(wip] & o[p,k]) & T(mQ & T[k, D
& (cd) =(D) O m=k))) i
n, m , 122 (Prem i
wn & o[nm
& ( wn

0 OkOCOD ( Cp(wip] & olp, kK]) & ©[n,Q & Gk, D



&(c)y =(D) O n=k))

o n]
wn & o[nm

( wn]

0 OkOCOD ( Cp(wip] & o[p,k]) & ©[n, Q & Gk, Dy

&(cd) =(d) 0n=k))

o n]

0 OkOCOD ( Cp(wip] & o[p,k]) & G[n,Q & Gk, Dj

& (d) =(D) O n=k)
1 27 (()E 26)

, 1 23 (Prem
1 24 (&E: 23)

1 25 (&E: 23)

1 26 (& 23)

OkOCOD ( Cp(wipl & olp,kl) & ©[n,Q & Gk, O & (d) = (D)

O n = k)

wf
k,C, D

[(p(wp] & olp,k]) & CImQ & Tk,
,! 31 (Prem

(p(wip] & ofp, k)
GImQ

Grk, O

(cd) = (D)
(wipl & olp,K])
W pl & o[p, K]

( (c)y =(D) o (D) =(cd))

(dy =(D) O (D) =(c)

(D) =(d)

(k=00-k=0)
k=00O-k =0
k =0

G[0, D

1 28 (OE 24,27)
, 1 29 (Prem

,! 30 (Prem

D & (c) = (D)

32 (&E:
33 (&E
34 (&E:
35 (&E:

36 ([E:

31)
31)
31)
31)

32)

37 (()E 36)

38 (OE:

111.10)

39 (()E 38)

40 (OE 35, 39)

41 (CE;

1 3. 4)

42 (O)E 41)

43 (Pren

44 (=E

34, 43)



G(mQ & B[O, D 1 45 (& 33,44)

GmQ & ©o,0 & (cd) = (D)
,1 46 (& : 35, 45) i

( 6imQ & ©0,0 & (c) =(D) O m=0)

1 47 (DE: P8) i
GimQ & ©[0,0 & (C) =(D') O m=0

1 48 (()E 47) i

m=0 1 49 (OE 46,48)

m = k ,1 50 (=E 43, 49) i

k=00 m=k 1 51 (OI: 43,50)

-k =0 , 1 52 (Prem i

I Qur aimis to showthat n = p, by using the induction
hypot hesi s. [

m=0 ,1 53 (Prem i
G[0, Qg ,! 54 (=E 33, 53) i
Clk,D & T[0,(C ,! 55 (&l: 34,54) i

G[k,D & G0, & (D) = ()
,1 56 (& : 40,55)

( Gk,D & %[0, & (D) =(cd) O k =0)

,! 57 (LE: P8) i

Gik,D & ©[0,g & (D) =(d) O k =0
,! 58 (()E: 57) i
k =0 ,! 59 (UE: 56,58)
F , 1 60 (FI1: 52,59) |
m=00 F ,! 61 (O1: 53,60)
~m=0 1 62 (-l: 61) i
GImQ & -~ m=0 ! 63 (&: 33,62)

( CmC &-m=00 B (ma] )
,! 64 (OE Countla) j

GmMQg &-m=00 [a gma],! 65 (()E 64) i

(B O m a] ,! 66 (UE 63,65) j



am c] ,! 67 (CE 66) i
Glk,D) & -~k =0 ,1 68 (& : 34,52) i

I I nstead of Countla and a subsequent appeal to P12 on line 89,
P14 coul d have been used. i

( Bk,DD &~k =00 [a Ok,a] )
,1 69 (LUE Countla) j

Gk,D] & -~k =00 Ca DOk,al,! 70 (O)E 69) i

(B Dk, a] , 1 71 (OE 68,70)
Dk, d] V72 (B 71) i
wnm & CmQ 1 73 (&: 29, 33) i
(Cacd 2 (Cac d) U074 (OE 1L 7)

wm & E(mC & (Cacd) 2 (Cacd
1V 75 (&l: 73,74) i

(M & EmC & (Cac d
O B(m(Cac d)] )

(Cac d)

,! 76 (OE P16) i
wm & EmC & (Cacd) 2 (Cac d
O Tm(Ca c d)]
U077 (()E 76) i
Cim(Cac d)] , V1 78 (OE 75,77) |
I' To show ©T[n,((Cacd) 1t md)]. i

wn &onm & EmM(Cac d]
! 79 (& : 25,78) i

( dmec] O (Cacd)ymd ) ,! 80 (OE 11115.8) j
mc] O (Cac d)[md] ,! 81 (()E 80) [
(Cac d)ymd ,! 82 (OE 67,81) |

wn &o[nmM &Em(Cacd] &(Cac d[md]
,1 83 (&: 79,82 i

( wn &onm & Em(Cacd] &(Cac d[md]
O Tn,((Cacd 1 md)])
,!1 84 (OE P13) i

wn &onm &EmM(Cacd] &(Cac d[md]
O Tn,((Cacd 1 md)]



,1 85 (()E 84) [

Cn,((Cacd 1 md)] ,! 86 (OE 83,85) |

I To show. ©[p,(D1 k d)] i
W pl & olp, kI & B[k, D] 1 87 (&: 34,37)

W p] & o[p, k] & G[k,D & DOk, d]
1 88 (&l: 72,87) |

( «pl & olp, k] & ©[k,DO & Dk, d]
O ©p,(D1 kd] &= ((Dt kdl)rd )
.1 89 (OE P12) i

W pl & ofp, kI & T[k,DO & Dk, d]

O G[p, (D1 k d] &= ((D1t k d)!)[d
,1.90 (OE 89 i

Gip, (D1 k d)] &= ((D1t k d)!)[d
! 91 (OE 88,90)

GIp, (D1 k d)] 192 (&E 91) i

I To show ((Cac d)!) = (D) i

( Dk,d] O (D)qd ) 1 93 (OE 1116.5) |
Dk, d] O (Dh)rd] ! 94 (OE 93) i
(DY) [dj )1 95 (OE 72,94)
(D')rd; & (cl) = (D) ;1 96 (&: 35,95)

( (D)rdr & (c) =(D) O x ax,d )

, 1 97 (OE 1116.11) j
(D')yrdr & (c) = (D) O Ox Ox,d]

.1 98 (()E: 97) i
X Cx,d] , 1 99 (OE 96,98) |
ax, d ,1 100 (CE 99) i
mec] & dx,d ,! 101 (& : 67,100) j

( mecl & ax,d O ((Cacdl) =(c))
1102 (OB 11115.37)
i

amec] & gx,d O ((Cacdl) =(d)
,1 103 (()E 102) i



I To show

((Cacdl) =(d) ,! 104 (OE 101, 103)
i

((Cacd!) =(cd) & (d)

(D)
,! 105 (& : 35,104) j
( ((Cacadl)=(d) &(d) = (D)
O ((Cacdly = (D))
,1 106 (OE: 111.15)

((Cacd!) = () & (d)
O ((Cacdl) =(D)

(D)
,1 107 (()E 106) i

((Cacdl) = (D) ,! 108 (OE 105, 107)
i

(((Cacd tmdl) =D kdl) i

( Cim(Cacd)] O1 (Cacd))
.1 109 (OE P1) i

Cim(Cacd] O1(Cac d
,1 110 (()E 109) i

1 (Cac d )1 111 (OE 78, 110)

i
( Gk, O 1D) 1 112 (OB P1) i
Glk,D) O 1D 1113 (OE 112)
1D 1 114 (OE 34, 113)

i
1(Cacd &1D 1115 (&l 111, 114)

1(Cacd &1 D& (Cac dimd]
1 116 (& : 82, 115) |

1(Cacd &1 D& (Cacdmd & Dk, d
1117 (& 72, 116) |

1 (Cacd &1 D& (Cac dmd & Dk,d]
& ((Cacdl) = (D)
,! 118 (& : 108, 117)
i

(1 (Cacd &1 D& (Cac dmd & Dk,d]
& ((Cacdl)y = (D)
O (((Cacd t mdl)

(Dt kd)l))
.1 119 (OE 11114. 16)



1 (Cacd &1 D& (Cacdmd & Dk,d
& ((Cacdl) = (D)
O (((Cacd 1t mdl)

((D1 k dyl)

1 120 (()E 119)
(((Cacd 1md!) =Dt k dl)
! 121 (OE 118, 120)

I To show. n =p i

(p=00-p=0) 1122 (OB 13.4)
p=00-p=0 1123 (OE 122)
p=0 1124 (Prem i
B[O, (D1 k d)] 1125 (=E 92, 124) |

TN, ((Cacd) 1t md)] & C[0,(D1 k d)]
, 1 126 (& : 86,125) |

TN, ((Cacd 1t md)] & C[0,(D1 k d)]
& (((Cacd 1md!)y =(D1kdl)
1127 (& 121, 126)
|
( En,((Cacd) 1 md)] & C[0,(D1 k d)]
& (((Cacd 1md!) =(D1 k dl)
0 n=0)
, 1128 (UE P8) i

Tn,((Cacd) t md)] & G[0,(D1 k d)]
& (((Cacd rmdl) =(D1kdl

O n=20
, 1129 (()E 128) i
n=20 ,!1 130 (OE 127,129)
[
n=mp ,1 131 (=E 124, 130)
[
p=00n=p , 1132 (O1: 124, 131)
[
-p=0 , 1 133 (Prem i
ol p] , 1134 (& 37) i

Wp & -p=0 1 135 (&l: 133,134)
i



(Wpl &=-p =00 Cp(wp] &alp,p]) )
,! 136 (DE: P15) i

Wpl] &= p =00 Op(wp] & alp,p])
1 137 (()E 136)

(p(w[p] & o[p, p]) ,! 138 (OE 135, 137)
[

Now apply the induction hypothesis. i

Now show:

p(wp] & o[p,p]) & G[n, ((Ca c d) 1 md)]
1 139 (& : 86,138) |

[(p(wip] & ofp,pl) & G[n, ((Ca c d) 1 md)]
& CIp, (D1 k d)]
, 1140 (&: 92,139) j

(p(wp] & olp,p]) & E[n,((Cac d) 1 md)]
& GIp, (D1 k d)]
& (((Cacd 1t md!) =D k d)
1141 (& : 121, 140)
i

( Co(wip]l & o[p,pl) & C[n,((Cac d) 1 md)]
& B[p, (D1 k d)]

&(((Cacd t md!) =Dt k dl)
On=p)
! 142 (OE 28) i

(p(wlp] & olp,p]) & E[n,((Cac d) 1 md)]
& GIp, (D1 k d)]
& (((Cacd 1t md!) =D k d)
O n=p
! 143 (()E 142)

n=mp ,1 144 (OE 141, 143)

i

-p=00n=p 1 145 (O1: 133, 144)
i

=p ! 146 (CE 123,132,
145) i

Cim{x,y : (D1 kd)[x,y] O(x =m&y =d)}] i
= ((D1 k d))[d 1147 (&E: 91) i

wn &ofnm &- ((D1 k d)!)[d

1148 (& : 25, 147) i



I To show

X,y : (Dt kdix,y] O(x =m&y =4d)}
((Dtv kd) & (m=d))

m -

1 149 (OE 11112.16)
i

wn &o[n,m &= ((Dt k d)l)qd
& {x,y : (Dt kd[x,y] O(x =m&y =4d)}
E((Dirkd Y2 (m=d))
, ! 150 (& : 148, 149)
|

Gn, (D1 k d)] 1 151 (=E 92, 146) i

wn &o[n,m &= ((D1k d)l)qd
& {x,y : (Dt kdi[x,y] O(x =m&y =4d)}
E((Dikd @ (mn=d))
& C[n, (D1 k d)]
, ! 152 (& : 150, 151)
[

(wn &ofn,m & - ((Dt k dyl)rd
& {x,y : (Dt kd)[x,y] O(x =mé&y =d)}
= ((Drkd Y (m=d))
& C[n, (D1 k d)]
O CSm{x,y : (Dt kd)x,y] O(x =m&y =d)}])
, ! 153 (UE P10) i

wn &ao[nnm &= ((D1k d)l)qd
& {x,y : (Dt kdi[x,y] O(x =m&y =4d)}
E ((Dikd) “(mm=d))
& C[n, (D1 k d)]
O Tm{x,y : (Dt kdi[x,y] O(Xx =mé&y =d)}]
, ! 154 (()E 153) i

Cim{x,y : (Dt kd)[x,y] O(x =m&y =d)}]
1 155 (OE 152, 154)
i

Gk, {x,y : (Duk dyix,y] O(x =k &y = d)}] i
wn] & o[n, K] ,! 156 (=E 37, 146) |

wn &o[nkl &= ((Dt k d)!)[d
1 157 (& : 147, 156)
i

{x,y : (D1 kd[x,y] O(x =k &y =4d)}
((Drkd) « (k=d))

,! 158 (OE [11112.16)
i



Final ly,

wn &o[nkl &= ((D1 k d)!)[d]
& {x,y : (Dt kdi[x,y] O(x =k &y =4d)}
E ((Dir kd w (k=d))
! 159 (& : 157,158)
|

win & o[n kl &= ((D1 k d)!)[di
&{x,y : (Dt kdx,yl O(x =k &y =d)}
= ((Dt k d) w (k =d))
& B[n, (D1 k d)]
! 160 (& : 151, 159)
|

(@n &ofnkl &= ((Dt k d)l)rd
& {x,y : (Dt kd[x,y] O(x =k &y =d)}
= (D1 kd) “ (k=4d))
& T[n, (D1 k d)]
O Gk, {x,y : (Dt k d[x,y] O(x =k &y =d)}1 )
,! 161 (COE P10) i

wn &o[nkl &= ((D1 k d))d
& {x,y : (Dt kd[x,y] O(x =k &y =4d)}
= (D1 kd “ (k=d))
& C[n, (D1 k d)]
O Tk, {x,y : (Dt kdi[x,y] O(x =k &y =d}
, 1162 (()E 161) i

Clk,{x,y : (Dt kdi[x,y] O(x =k &y =d)}]
,! 163 (OE 160, 162)
i

apply Count 1b i
wn & wm , 1164 (& : 24,29) |

Wn & wm & &n, (D1 k d)] ,! 165 (& : 151, 164)
i

( = (Dt k d)!)[d O - (D1 k d)[x,d )
! 166 (COE 1116.6) j

- ((D1 k d)!)[d] O = Ix (D1 k d)[x,d]
I 167 (()E 166) i

- X (D1 k d)[x,d] 1 168 (OE 147, 167)
i

Wn & ofm & &N, (D1 k d)] & - X (Dt k d)[x,d]
1 169 (& : 165, 168)
i

Wn & wnm & En, (D1 k d] &~ X (D1 k d)[x, d]



& BIm{x,y : (Dt k d)[x,y] O(x =m&y =d)}]
1 170 (&l : 155, 169)
i

wn & wowm & En, (Dt kd] &-[IX (D1t k d)[x,d]
& Cm{x,y : (Dt kd)[x,y] O(x =m&y =d)}]

& Gk, {x,y : (Dt k d)[x,y] O(x =k &y d) }
, 1171 (&l 163, 170)
[

( wn &wmM & En, (Dt kd] &-0IX (D1 k d)ix,d]
& Gim{x,y : (Dt k d)[x,y] O(x =m&y = d)}]
& Tk, {x,y : (Dt k d[x,y] O(x =k &y d) }
O m=Kk)

1 172 (OE Count 1b)
i

Wn & wnm & En, (D1 k d] & - X (D1 k d)[x, d]
& Tim{x,y : (Dt kd)[x,y] O(x =mé&y = d)}]

& Gk, {x,y : (Dt k d)[x,y] O(x =k &y =d)}]
O m=k
1173 (OE 172)
m= k ! 174 (DOE 171, 173)
i
-k=00 m=k 1 175 (O1: 52,174)
i
m= k ,! 176 ([E: 42,51, 175)

(p(wip] & olp,kl) & G(mQ & B[k, 0O & () = (D)
0 m= k
;1 177 (O1: 31,176)
i

( Op(wip] & oflp.k]) & GmQ & Gk, O & (C) = (D)
O m=k)
V178 (() 1 177) i

OkOCOD ( Cp(w{p] & olp,kl) & BimQ & Gk,D & (d) = (D)

O m=k)
,!1 179 (O1: 30,178) j
W[ M
0 OkOCOD ( Cp(wipl & ofp,kl) & GimQ & Gk, O & () = (D)
O m= k)

1180 (O1: 29,179)
i

( afm



O OkOCOD (- Cp(wipl & ofp,k]) & C(mQ & G[k, D

& (c) = (D)
O m=k) )
1181 (()1: 180)
wnl & o[n,m
& ( wnj
O DOkOCOD ( [p(wip] & o[p,kl) & &[n, g & @k, D

& (c) = (D)

On=k))
O ( om

0 OkOCOD ( Cp(wfp] & olp, k) & E[mQ & Gk, D
& (c) =(D) 0m=k))
1 182 (O1: 23,181)
i

( wn &anm
& (- wnj
0 OkOCOD ( Cp(wipl & o[p,k]) & ©[n,Q & G[k, D
& (cd) =(D) O n=k))
0 ( wm
0 OkOCOD ( Cp(wipl & oip,kl) & BG(mQ & Gk, D

&(d) =(b) D m=k)))
1183 (()1: 182)

OnOm ( wn] & o[n, M
& (wn
O OkOCOD ( Cp(wip] & o[p,k]) & ©[n,Q & Tk, D
&(d) =(D) O0n=k))
O ( wmn
0 OkOCOD ( Cp(w{p]l & o[p,k]) & T(mQ & Tk, D
& (cd) =(p) O m=k)))
, ! 184 (O : 22,183) j

On (N
0 ( wn O OkOCOD ( [p(wp] & o[p,k]) & ©[n,
& Gk, D & (c) = (D)
On=k)))
,! 185 (Induct: 21,184)
|

n, k, C, D ,1 186 (Prem i
Wn & Cp(wipl & o[p, k1) & ©[n, 0 & Gik,DO & () = (D)

, 1 187 (Prem i

[ N] ,1 188 (&E: 187) ;

[p(wipl & olp, kK1) & ©[n,Q & Gk, D & (C) = (D)



1 189 (&E: 187) i

( wnj
O ( wn O OKkOCOD ( Cp(w{pl & ofp,k]) & ©[n,Q
& Tlk,O & (d) = (D)
On=k)))
,! 190 (UE: 185) i

Wl N]
O ( wn O OKkOCOD ( Cp(wipl & o[p, k1) & ©(n, Q
& Gk, DO & (d) = (D)
On=k))
,1 191 (OE 190)

(wn O OkOCUD ( Cp(wip]l & ofp,kl) & ©[n,Q
& Grk,0 & (d) = (D)
On=k))
,! 192 (OE 188, 191)
|

win O OkOCOD ( Cp(wipl & oip, k1) & G[n, C
& Bk,0 & (d) = (D)
O n=k)
1193 (OE 192) i

OkOCOD ( Cp(wipl & olp,kl) & ©[n,Q & Gk, D & (c) = (D)
O n=k)

,1 194 (OE 188,193)

i

( Cp(w{pl & o[p,k]) & B[n,q & ©Bik,D0 & (C) = (D)
O n=k)
,1 195 (OE 194) i

[b(wip] & o[p,kl) & B[n, 0 & Gk, D & (C) =(D') O n =k
,1 196 (()E 195) i
n =k ,1 197 (OE 189, 196)

Wn & p(wip] & o[p,kl) & G[n, g & Gk, DO & (c) = (D)
O n =k
,1 198 (O1: 187,197)
i

( wn & p(wip] & olp,kl) & G[n, g & Gk, O & () = (D)
O n=k)
,1 199 ((O)1: 198)

OnOkOCOD ( win] & p(wp] & o[p,k]) & €[n,Q & Tk, D



& (d) =(D) O n=k)
,1 200 (OI: 186, 199)
i



