
SECTION I
!CHAPTER 3 SOME SIMPLE PROPOSITIONS¡

1 + ∀ x∀ y ( x = y ⇒  y = x ) ¡

2 + ∀ x∀ y∀ z ( x = y & y = z ⇒  x = z ) ¡

3 + ∀ x∀ y ( ¬ x = y ⇒  ¬ y = x ) ¡

4 + ∀ x∀ y ( x = y ∨  ¬ x = y ) ¡

5 + ∀ x∀ y∀ z∀ a ( (x = y ∨  z = a) & ¬ x = y ⇒  z = a ) ¡

6 + ∀ x∀ y∀ z∀ a ( (x = y ∨  z = a) & ¬ z = a ⇒  x = y ) ¡

7 + ∀ x∀ y∀ z∀ a ( (¬ x = y ∨  ¬ z = a) & x = y ⇒  ¬ z = a ) ¡

8 + ∀ x∀ y∀ z∀ a ( (¬ x = y ∨  ¬ z = a) & z = a ⇒  ¬ x = y ) ¡

9 + ∀ x∀ y∀ z∀ a∀ b∀ c ( (x = y ∨  z = a ∨  b = c) & ¬ x = y 
                   ⇒  z = a ∨  b = c ) ¡

10 + ∀ x∀ y∀ z∀ a∀ b∀ c∀ d∀ e ( (x = y ∨  z = a ∨  b = c ∨  d = e) 
                         & ¬ x = y 
                         ⇒  z = a ∨  b = c ∨  d = e ) ¡

11 + ∀ P∀ Q∀ x∀ y ( (P[x] ∨  Q[y]) & ¬ P[x] ⇒  Q[y] ) ¡

12 + ∀ P∀ Q∀ x∀ y ( (P[x] ∨  Q[y]) & ¬ Q[y] ⇒  P[x] ) ¡

13 + ∀ x∀ y∀ z∀ a ( ¬ (x = y ∨  z = a) ⇒  ¬ x = y & ¬ z = a ) ¡

14 + ∀ x∀ y∀ z∀ a ( ¬ x = y & ¬ z = a ⇒  ¬ (x = y ∨  z = a) ) ¡

15 + ∀ P∀ x ( P[x] ∨  ¬ P[x] ) ¡

16 + ∀ x∀ y ( x = y ⇒  ∀ P(P[x] ⇔ P[y]) ) ¡

17 + ∀ P∀ x∀ y ( P[x] & ¬ P[y] ⇒  ¬ x = y ) ¡

18 + ∀ R∀ x∀ y ( R[x,y] ∨  ¬ R[x,y] ) ¡

19 + ∀ P ( ∀ x P[x] ⇒  ¬ ∃ x ¬ P[x] ) ¡

20 + ∀ P ( ∃ x P[x] ⇒  ¬ ∀ x ¬ P[x] ) ¡

21 + ∀ P ( ∀ x ¬ P[x] ⇒  ¬ ∃ x P[x] ) ¡

22 + ∀ P ( ∃ x ¬ P[x] ⇒  ¬ ∀ x P[x] ) ¡

23 + ∀ P ( ¬ ∀ x P[x] ⇒  ∃ x ¬ P[x] ) ¡

24 + ∀ P ( ¬ ∃ x P[x] ⇒  ∀ x ¬ P[x] ) ¡

25 + ∀ P ( ¬ ∀ x ¬ P[x] ⇒  ∃ x P[x] ) ¡

26 + ∀ P ( ¬ ∃ x ¬ P[x] ⇒  ∀ x P[x] ) ¡

27 + ∀ P ( ∀ x P[x] ⇔ ¬ ∃ x ¬ P[x] ) ¡

28 + ∀ P ( ∃ x P[x] ⇔ ¬ ∀ x ¬ P[x] ) ¡

SECTION II:  MONADIC PREDICATES
!CHAPTER 1 INCLUSION AND EQUIVALENCE¡

1 S ⊆  ;  P ⊆  Q ; ∀ x(P[x] ⇒  Q[x]) ¡

2 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] & P ⊆  Q ⇒  Q[x] ) ¡

3 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ Q[x] & P ⊆  Q ⇒  ¬ P[x] ) ¡

4 + ∀ P P ⊆  P ¡

5 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q & Q ⊆  R ⇒  P ⊆  R ) ¡

6 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ⊆  Q & Q ⊆  R & R ⊆  S ⇒  P ⊆  S ) ¡

7 S ≡ ; P ≡ Q ; ∀ x(P[x] ⇔ Q[x]) ¡

8 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q & Q ⊆  P ⇒  P ≡ Q ) ¡

9 + ∀ P P ≡ P ¡

10 + ∀ P∀ Q ( P ≡ Q ⇒  Q ≡ P ) ¡

11 + ∀ P∀ Q ( P ≡ Q ⇒  P ⊆  Q ) ¡

12 + ∀ P∀ Q ( P ≡ Q ⇒  Q ⊆  P ) ¡
                       



13 + ∀ P∀ Q ( P ≡ Q ⇒  P ⊆  Q & Q ⊆  P ) ¡

14 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q & Q ⊆  P ⇔ P ≡ Q ) ¡

15 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & Q ≡ R ⇒  P ≡ R ) ¡

16 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & Q ≡ R ⇒  R ≡ P ) ¡

17 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & R ≡ Q ⇒  P ≡ R ) ¡

18 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & R ≡ Q ⇒  R ≡ P ) ¡

19 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & P ≡ R ⇒  Q ≡ R ) ¡

20 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & P ≡ R ⇒  R ≡ Q ) ¡

21 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & Q ≡ R & R ≡ S ⇒  P ≡ S ) ¡

22 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & Q ≡ R & S ≡ R ⇒  P ≡ S ) ¡

23 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & R ≡ Q & R ≡ S ⇒  P ≡ S ) ¡

24 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & R ≡ Q & S ≡ R ⇒  P ≡ S ) ¡

25 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & Q ≡ R & R ≡ S ⇒  P ≡ S ) ¡

26 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & Q ≡ R & S ≡ R ⇒  P ≡ S ) ¡

27 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & R ≡ Q & R ≡ S ⇒  P ≡ S ) ¡

28 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & R ≡ Q & S ≡ R ⇒  P ≡ S ) ¡

29 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & Q ⊆  R ⇒  P ⊆  R ) ¡

30 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ≡ P & Q ⊆  R ⇒  P ⊆  R ) ¡

31 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & R ⊆  Q ⇒  R ⊆  P ) ¡

32 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ≡ P & R ⊆  Q ⇒  R ⊆  P ) ¡

33 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & R ≡ S & P ⊆  R ⇒  Q ⊆  S ) ¡

34 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & R ≡ S & Q ⊆  S ⇒  P ⊆  R ) ¡

35 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] & P ≡ Q ⇒  Q[x] ) ¡

36 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] & Q ≡ P ⇒  Q[x] ) ¡

37 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ P[x] & P ≡ Q ⇒  ¬ Q[x] ) ¡

38 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ P[x] & Q ≡ P ⇒  ¬ Q[x] ) ¡ 

39 + ∀ P∀ Q∀ R ( ¬ P ≡ Q ⇒  ¬ Q ≡ P ) ¡

40 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & ¬ Q ≡ R ⇒  ¬ P ≡ R ) ¡

41 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & ¬ Q ≡ R ⇒  ¬ R ≡ P ) ¡

42 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ≡ P & ¬ Q ≡ R ⇒  ¬ P ≡ R ) ¡

43 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ≡ P & ¬ Q ≡ R ⇒  ¬ R ≡ P ) ¡

44 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & ¬ R ≡ Q ⇒  ¬ P ≡ R ) ¡

45 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q & ¬ R ≡ Q ⇒  ¬ R ≡ P ) ¡

46 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ≡ P & ¬ R ≡ Q ⇒  ¬ P ≡ R ) ¡

47 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ≡ P & ¬ R ≡ Q ⇒  ¬ R ≡ P ) ¡

48 + ∀ P∀ Q ( P ≡ Q ∨  ¬ P ≡ Q ) ¡

49 S  ⊂  ; P ⊂  Q ; P ⊆  Q & ¬ P ≡ Q ¡

50 + ∀ P∀ Q ( P ⊂  Q ⇒  P ⊆  Q ) ¡

51 + ∀ P∀ Q ( P ⊂  Q ⇒  ¬ P ≡ Q ) ¡

52 + ∀ P∀ Q ( P ≡ Q ⇒  ¬ P ⊂  Q ) ¡

53 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  P ≡ Q ∨  P ⊂  Q ) ¡

54 + ∀ P∀ Q ( P ≡ Q ∨  P ⊂  Q ⇒  P ⊆  Q ) ¡

55 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇔ P ≡ Q ∨  P ⊂  Q ) ¡

56 + ∀ P ¬ P ⊂  P ¡

57 + ∀ P∀ Q ( P ⊂  Q ⇒  ¬ Q ⊂  P) ¡

58 + ∀ P∀ Q∀ R(P ⊂  Q & Q ⊆  R ⇒  P ⊂  R) ¡

                       



59 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q & Q ⊂  R ⇒  P ⊂  R ) ¡

60 + ∀ P∀ Q ( P ⊂  Q ⇒  ∃ x(Q[x] & ¬ P[x]) ) ¡

61 + ∀ P∀ Q ( P ⊂  Q ⇒  ∃ x Q[x] ) ¡

!CHAPTER 2 UNIONS¡
1 D  ∪  ; (P ∪  Q) ; ; {a : P[a] ∨  Q[a]} ¡

2 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P ∪  Q)[x] ⇔ P[x] ∨  Q[x] ) ¡

3 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P ∪  Q)[x] ⇒  P[x] ∨  Q[x] ) ¡

4 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] ∨  Q[x] ⇒  (P ∪  Q)[x] ) ¡

5 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] ⇒  (P ∪  Q)[x] ) ¡

6 + ∀ P∀ Q∀ x ( Q[x] ⇒  (P ∪  Q)[x] ) ¡

7 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P ∪  Q)[x] & ¬ P[x] ⇒  Q[x] ) ¡

8 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P ∪  Q)[x] & ¬ Q[x] ⇒  P[x] ) ¡

9 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ (P ∪  Q)[x] ⇒  ¬ P[x] ) ¡

10 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ (P ∪  Q)[x] ⇒  ¬ Q[x] ) ¡

11 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ (P ∪  Q)[x] ⇒  ¬ P[x] & ¬ Q[x] ) ¡

12 + ∀ P∀ Q P ⊆  (P ∪  Q) ¡

13 + ∀ P∀ Q P ⊆  (Q ∪  P) ¡

14 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  R & Q ⊆  R ⇒  (P ∪  Q) ⊆  R ) ¡

15 + ∀ P∀ Q (P ∪  Q) ⊆  (Q ∪  P) ¡

16 + ∀ P∀ Q (P ∪  Q) ≡ (Q ∪  P) ¡

17 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∪  Q) ⊆  R ⇒  (Q ∪  P) ⊆  R ) ¡

18 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  (P ∪  Q) ⇒  R ⊆  (Q ∪  P) ) ¡

19 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∪  Q) ≡ R ⇒  (Q ∪  P) ≡ R ) ¡

20 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ≡ (P ∪  Q) ⇒  R ≡ (Q ∪  P) ) ¡

21 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q ⇒  P ⊆  (Q ∪  R) ) ¡

22 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  R ⇒  P ⊆  (Q ∪  R) ) ¡

23 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  (P ∪  Q) ⊆  Q ) ¡

24 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  (Q ∪  P) ⊆  Q ) ¡

25 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  (P ∪  Q) ≡ Q ) ¡

26 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  (Q ∪  P) ≡ Q ) ¡

27 + ∀ P (P ∪  P) ≡ P ¡

28 + ∀ P∀ Q ( P ≡ (P ∪  Q) ⇒  Q ⊆  P ) ¡

29 + ∀ P∀ Q ( P ≡ (Q ∪  P) ⇒  Q ⊆  P ) ¡

30 + ∀ P∀ Q ( (P ∪  Q) ≡ Q ⇒  Q ⊆  P ) ¡

31 + ∀ P∀ Q ( (Q ∪  P) ≡ P ⇒  Q ⊆  P ) ¡

32 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ⊆  Q & R ⊆  S ⇒  (P ∪  R) ⊆  (Q ∪  S) ) ¡

33 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q ⇒  (P ∪  R) ⊆  (Q ∪  R) ) ¡

34 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q ⇒  (R ∪  P) ⊆  (R ∪  Q) ) ¡

35 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & R ≡ S ⇒  (P ∪  R) ≡ (Q ∪  S) ) ¡

36 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q ⇒  (P ∪  R) ≡ (Q ∪  R) ) ¡

37 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q ⇒  (R ∪  P) ≡ (R ∪  Q) ) ¡

38 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q ⇒  (P ∪  R) ≡ (R ∪  Q) ) ¡

39 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ≡ P ⇒  (P ∪  R) ≡ (R ∪  Q) ) ¡

40 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( P ≡ Q & R ≡ S & T ≡ (P ∪  R) ⇒  T ≡ (Q ∪  S) )
¡

41 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( P ≡ Q & R ≡ S & (P ∪  R) ≡ T ⇒  (Q ∪  S) ≡ T )

                       



¡
42 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( Q ≡ P & S ≡ R & T ≡ (P ∪  R) ⇒  T ≡ (Q ∪  S) )

¡
43 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( Q ≡ P & S ≡ R & (P ∪  R) ≡ T ⇒  (Q ∪  S) ≡ T )

¡
44 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & (P ∪  R) ≡ S ⇒  (Q ∪  R) ≡ S ) ¡

45 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & S ≡ (P ∪  R) ⇒  S ≡ (Q ∪  R) ) ¡

46 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & (R ∪  P) ≡ S ⇒  (R ∪  Q) ≡ S ) ¡

47 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & S ≡ (R ∪  P) ⇒  S ≡ (R ∪  Q) ) ¡

48 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & (P ∪  R) ≡ S ⇒  (Q ∪  R) ≡ S ) ¡

49 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & S ≡ (P ∪  R) ⇒  S ≡ (Q ∪  R) ) ¡

50 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & (R ∪  P) ≡ S ⇒  (R ∪  Q) ≡ S ) ¡

51 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & S ≡ (R ∪  P) ⇒  S ≡ (R ∪  Q) ) ¡

52 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∪  Q) ∪  R) ⊆  (P ∪  (Q ∪  R)) ¡

53 + ∀ P∀ Q∀ R (P ∪  (Q ∪  R)) ⊆  ((P ∪  Q) ∪  R) ¡

54 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∪  Q) ∪  R) ≡ (P ∪  (Q ∪  R)) ¡

55 + ∀ P∀ Q∀ R (P ∪  (Q ∪  R)) ≡ ((P ∪  Q) ∪  R) ¡

!CHAPTER 3  INTERSECTIONS¡
1 D  ∩  ;  (P ∩ Q) ; ; {a : P[a] & Q[a]} ¡

2 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P ∩ Q)[x] ⇔ P[x] & Q[x] ) ¡

3 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P ∩ Q)[x] ⇒  P[x] & Q[x] ) ¡

4 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] & Q[x] ⇒  (P ∩ Q)[x] ) ¡

5 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P ∩ Q)[x] ⇒  P[x] ) ¡

6 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P ∩ Q)[x] ⇒  Q[x] ) ¡

7 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ (P ∩ Q)[x] & P[x] ⇒  ¬ Q[x] ) ¡

8 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ (P ∩ Q)[x] & Q[x] ⇒  ¬ P[x] ) ¡

9 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ (P ∩ Q)[x] ⇒  ¬ P[x] ∨  ¬ Q[x] ) ¡

10 + ∀ P∀ Q (P ∩ Q) ⊆  P ¡

11 + ∀ P∀ Q (Q ∩ P) ⊆  P ¡

12 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q & P ⊆  R ⇒  P ⊆  (Q ∩ R) ) ¡

13 + ∀ P∀ Q (P ∩ Q) ⊆  (Q ∩ P) ¡

14 + ∀ P∀ Q (P ∩ Q) ≡ (Q ∩ P) ¡

15 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∩ Q) ⊆  R ⇒  (Q ∩ P) ⊆  R ) ¡

16 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  (P ∩ Q) ⇒  R ⊆  (Q ∩ P) ) ¡

17 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∩ Q) ≡ R ⇒  (Q ∩ P) ≡ R ) ¡

18 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ≡ (P ∩ Q) ⇒  R ≡ (Q ∩ P) ) ¡

19 + ∀ P∀ Q∀ R ( ¬ (P ∩ Q) ≡ R ⇒  ¬ (Q ∩ P) ≡ R ) ¡

20 + ∀ P∀ Q∀ R ( ¬ R ≡ (P ∩ Q) ⇒  ¬ R ≡ (Q ∩ P) ) ¡

21 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q ⇒  (P ∩ R) ⊆  Q ) ¡

22 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q ⇒  (R ∩ P) ⊆  Q ) ¡

23 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  P ⊆  (P ∩ Q) ) ¡

24 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  P ⊆  (Q ∩ P) ) ¡

25 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  (P ∩ Q) ≡ P ) ¡

26 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  (Q ∩ P) ≡ P ) ¡

27 + ∀ P (P ∩ P) ≡ P ¡

28 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ Q ⇒  Q ⊆  P ) ¡

29 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ P ⇒  P ⊆  Q ) ¡
                       



30 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ⊆  Q & R ⊆  S ⇒  (P ∩ R) ⊆  (Q ∩ S) ) ¡

31 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q ⇒  (P ∩ R) ⊆  (Q ∩ R) ) ¡

32 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  Q ⇒  (R ∩ P) ⊆  (R ∩ Q) ) ¡

33 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & R ≡ S ⇒  (P ∩ R) ≡ (Q ∩ S) ) ¡

34 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q ⇒  (P ∩ R) ≡ (Q ∩ R) ) ¡

35 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ Q ⇒  (R ∩ P) ≡ (R ∩ Q) ) ¡

36 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( P ≡ Q & R ≡ S & T ≡ (P ∩ R) ⇒  T ≡ (Q ∩ S) )
¡

37 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( P ≡ Q & R ≡ S & (P ∩ R) ≡ T ⇒  (Q ∩ S) ≡ T )
¡

38 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( Q ≡ P & S ≡ R & T ≡ (P ∩ R) ⇒  T ≡ (Q ∩ S) )
¡

39 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( Q ≡ P & S ≡ R & (P ∩ R) ≡ T ⇒  (Q ∩ S) ≡ T )
¡

40 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & (P ∩ R) ≡ S ⇒  (Q ∩ R) ≡ S ) ¡

41 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & S ≡ (P ∩ R) ⇒  S ≡ (Q ∩ R) ) ¡

42 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & (R ∩ P) ≡ S ⇒  (R ∩ Q) ≡ S ) ¡

43 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & S ≡ (R ∩ P) ⇒  S ≡ (R ∩ Q) ) ¡

44 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & (P ∩ R) ≡ S ⇒  (Q ∩ R) ≡ S ) ¡

45 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & S ≡ (P ∩ R) ⇒  S ≡ (Q ∩ R) ) ¡

46 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & (R ∩ P) ≡ S ⇒  (R ∩ Q) ≡ S ) ¡

47 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & S ≡ (R ∩ P) ⇒  S ≡ (R ∩ Q) ) ¡

48 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∩ Q) ∩ R) ⊆  (P ∩ (Q ∩ R)) ¡

49 + ∀ P∀ Q∀ R (P ∩ (Q ∩ R)) ⊆  ((P ∩ Q) ∩ R) ¡

50 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∩ Q) ∩ R) ≡ (P ∩ (Q ∩ R)) ¡

51 + ∀ P∀ Q∀ R (P ∩ (Q ∪  R)) ⊆  ((P ∩ Q) ∪  (P ∩ R)) ¡

52 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∩ Q) ∪  (P ∩ R)) ⊆  (P ∩ (Q ∪  R)) ¡

53 + ∀ P∀ Q∀ R (P ∩ (Q ∪  R)) ≡ ((P ∩ Q) ∪  (P ∩ R)) ¡

54 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∪  Q) ∩ R) ≡ ((P ∩ R) ∪  (Q ∩ R)) ¡

55 + ∀ P∀ Q∀ R (P ∪  (Q ∩ R)) ⊆  ((P ∪  Q) ∩ (P ∪  R)) ¡

56 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∪  Q) ∩ (P ∪  R)) ⊆  (P ∪  (Q ∩ R)) ¡

57 + ∀ P∀ Q∀ R (P ∪  (Q ∩ R)) ≡ ((P ∪  Q) ∩ (P ∪  R)) ¡

58 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∩ Q) ∪  R) ≡ ((P ∪  R) ∩ (Q ∪  R)) ¡
!CHAPTER 4 COMPLEMENTS¡

1 D  c  ;  (Pc) ; ; {a : ¬ P[a]} ¡  
2 + ∀ P∀ x ( (Pc)[x] ⇔ ¬ P[x] ) ¡

3 + ∀ P∀ x ( (Pc)[x] ⇒  ¬ P[x] ) ¡

4 + ∀ P∀ x ( ¬ P[x] ⇒  (Pc)[x] ) ¡

5 + ∀ P∀ x ( P[x] ⇒  ¬ (Pc)[x] ) ¡

6 + ∀ P∀ x ( ¬ (Pc)[x] ⇒  P[x] ) ¡

7 + ∀ P∀ x ( ¬ (Pc)[x] ⇔ P[x] ) ¡

8 + ∀ P∀ x ¬ (P[x] & (Pc)[x]) ¡

9 + ∀ P∀ x ¬ (P ∩ (Pc))[x] ¡

10 + ∀ P∀ x ( P[x] ∨  (Pc)[x] ) ¡

11 + ∀ P∀ x (P ∪  (Pc))[x] ¡

12 + ∀ P∀ Q ( (Pc) ⊆  Q ⇒  (Qc) ⊆  P ) ¡

13 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  (Qc) ⇒  Q ⊆  (Pc) ) ¡

                       



14 + ∀ P∀ Q ( (Pc) ≡ Q ⇒  (Qc) ≡ P ) ¡

15 + ∀ P∀ Q ( (Pc) ≡ Q ⇒  P ≡ (Qc) ) ¡

16 + ∀ P∀ Q ( P ≡ (Qc) ⇒  Q ≡ (Pc) ) ¡

17 + ∀ P∀ Q ( P ≡ (Qc) ⇒  (Pc) ≡ Q ) ¡

18 + ∀ P ((Pc)c) ⊆  P ¡

19 + ∀ P P ⊆  ((Pc)c) ¡

20 + ∀ P ((Pc)c) ≡ P ¡

21 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  (Qc) ⊆  (Pc) ) ¡

22 + ∀ P∀ Q ( (Pc) ⊆  (Qc) ⇒  Q ⊆  P ) ¡

23 + ∀ P∀ Q ( P ≡ Q ⇒  (Pc) ≡ (Qc) ) ¡

24 + ∀ P∀ Q ( (Pc) ≡ (Qc) ⇒  P ≡ Q ) ¡

25 + ∀ P∀ Q ( P ≡ Q ⇔ (Pc) ≡ (Qc) ) ¡

26 + ∀ P∀ Q ((P ∩ Q)c) ⊆  ((Pc) ∪  (Qc)) ¡

27 + ∀ P∀ Q ((Pc) ∪  (Qc)) ⊆  ((P ∩ Q)c) ¡

28 + ∀ P∀ Q ((P ∩ Q)c) ≡ ((Pc) ∪  (Qc)) ¡

29 + ∀ P∀ Q ((P ∪  Q)c) ⊆  ((Pc) ∩ (Qc)) ¡

30 + ∀ P∀ Q ((Pc) ∩ (Qc)) ⊆  ((P ∪  Q)c) ¡

31 + ∀ P∀ Q ((P ∪  Q)c) ≡ ((Pc) ∩ (Qc)) ¡
!CHAPTER 5  AN EMPTY PREDICATE¡

1 D  φ ; φ ; ; {a : ¬ a = a} ¡  

2 + ∀ x ( φ[x] ⇔ ¬ x = x ) ¡

3 + ∀ x ¬ φ[x] ¡

4 + ¬ φ[0] ¡

5 + ∀ P ( P ≡ φ ⇒  ∀ x ¬ P[x] ) ¡

6 + ∀ P ( P ≡ φ ⇒  ¬ ∃ x P[x] ) ¡

7 + ∀ P ( ∃ x P[x] ⇒  ¬ P ≡ φ ) ¡

8 + ∀ P∀ Q ( P ≡ φ ⇒  P ⊆  Q ) ¡

9 + ∀ P φ ⊆  P ¡

10 + ∀ P ( P ⊆  φ ⇒  P ≡ φ ) ¡

11 + ∀ P∀ Q ( Q ≡ φ & P ⊆  Q ⇒  P ≡ φ ) ¡

12 + ∀ P∀ Q ( ¬ P ≡ φ & P ⊆  Q ⇒  ¬ Q ≡ φ ) ¡

13 + ∀ P∀ Q ( P ⊂  Q ⇒  ¬ Q ≡ φ ) ¡

14 + ∀ P ¬ P ⊂  φ ¡

15 + ∀ P ( ¬ ∃ x P[x] ⇒  P ≡ φ ) ¡

16 + ∀ P ( ¬ P ≡ φ ⇒  ∃ x P[x] ) ¡

17 + ∀ P ( ∀ x ¬ P[x] ⇒  P ≡ φ ) ¡

18 + ∀ P ( P ≡ φ ⇔ ∀ x ¬ P[x] ) ¡

19 + ∀ P (P ∪  φ) ≡ P ¡

20 + ∀ P (φ ∪  P) ≡ P ¡

21 + ∀ P∀ Q ( P ≡ φ ⇒  (P ∪  Q) ≡ Q ) ¡

22 + ∀ P∀ Q ( P ≡ φ ⇒  (Q ∪  P) ≡ Q ) ¡

23 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] & (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  ¬ Q[x] ) ¡

24 + ∀ P∀ Q∀ x ( Q[x] & (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  ¬ P[x] ) ¡

25 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  ¬ ∃ x(P[x] & Q[x]) ) ¡

26 + ∀ P∀ Q ( ∃ x(P[x] & Q[x]) ⇒  ¬ (P ∩ Q) ≡ φ ) ¡

27 + ∀ P∀ Q ( ∀ x(P[x] & Q[x] ⇒  f) ⇒  (P ∩ Q) ≡ φ ) ¡

                       



28 + ∀ P∀ Q ( ¬ ∃ x(P[x] & Q[x]) ⇒  (P ∩ Q) ≡ φ ) ¡

29 + ∀ P∀ Q ( ¬ (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  ∃ x(P[x] & Q[x]) ) ¡

30 + ∀ P (P ∩ φ) ≡ φ ¡

31 + ∀ P (φ ∩ P) ≡ φ ¡

32 + ∀ P∀ Q ( P ≡ φ ⇒  (P ∩ Q) ≡ φ ) ¡

33 + ∀ P∀ Q ( P ≡ φ ⇒  (Q ∩ P) ≡ φ ) ¡

34 + ∀ P∀ Q ( ¬ (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  ¬ P ≡ φ ) ¡

35 + ∀ P∀ Q ( ¬ (Q ∩ P) ≡ φ ⇒  ¬ P ≡ φ ) ¡

36 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( (P ∩ Q) ≡ φ & R ⊆  P & S ⊆  Q ⇒  (R ∩ S) ≡ φ )
¡

37 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∩ Q) ≡ φ & R ⊆  P ⇒  (R ∩ Q) ≡ φ ) ¡

38 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∩ Q) ≡ φ & R ⊆  Q ⇒  (P ∩ R) ≡ φ ) ¡

39 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∩ Q) ≡ φ & (P ∩ R) ≡ φ ⇒  (P ∩ (Q ∪  R)) ≡ φ )
¡

40 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  P ⊆  (Qc) ) ¡

41 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  Q ⊆  (Pc) ) ¡

42 + ∀ P (P ∩ (Pc)) ≡ φ ¡

43 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ⊆  P & R ⊆  (Pc) ⇒  (Q ∩ R) ≡ φ ) ¡

44 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ⊆  P & R ⊆  (Pc) ⇒  (R ∩ Q) ≡ φ ) ¡

45 + ∀ P∀ Q ( Q ⊆  (Pc) ⇒  (P ∩ Q) ≡ φ ) ¡

46 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  (Qc) ⇒  (P ∩ Q) ≡ φ ) ¡

47 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ φ ⇔ Q ⊆  (Pc) ) ¡

48 + ∀ P∀ Q ( Q ⊆  P ⇒  ((Pc) ∩ Q) ≡ φ ) ¡

49 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  (P ∩ (Qc)) ≡ φ ) ¡
!CHAPTER 6  A UNIVERSAL PREDICATE¡

1 D  U ; U ; ; {a : a = a} ¡
2 + ∀ x ( U[x] ⇔ x = x ) ¡

3 + ∀ x U[x] ¡

4 + ∀ P ( P ≡ U ⇒  ∀ x P[x] ) ¡

5 + (Uc) ≡ φ ¡

6 + (φc) ≡ U ¡

7 + ∀ P P ⊆  U ¡

8 + ∀ P ( U ⊆  P ⇒  P ≡ U ) ¡

9 + ∀ P ( ∀ x P[x] ⇒  P ≡ U ) ¡

10 + ∀ P ( ¬ ∃ x ¬ P[x] ⇒  P ≡ U ) ¡

11 + ∀ P ( ¬ P ≡ U ⇒  ∃ x ¬ P[x] ) ¡

12 + ∀ P (P ∪  U) ≡ U ¡

13 + ∀ P (U ∪  P) ≡ U ¡

14 + ∀ P (P ∩ U) ≡ P ¡

15 + ∀ P (U ∩ P) ≡ P ¡

16 + ∀ P (P ∪  (Pc)) ≡ U ¡
!CHAPTER 7 DIFFERENCES¡

1 D  \  ;  (P \ Q) ; ; (P ∩ (Qc)) ¡

2 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P \ Q)[x] ⇔ P[x] & ¬ Q[x] ) ¡

3 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P \ Q)[x] ⇒  P[x] & ¬ Q[x] ) ¡

4 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] & ¬ Q[x] ⇒  (P \ Q)[x] ) ¡

5 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P \ Q)[x] ⇒  P[x] ) ¡

                       



6 + ∀ P∀ Q∀ x ( (P \ Q)[x] ⇒  ¬ Q[x] ) ¡

7 + ∀ P∀ Q∀ x ( ¬ P[x] ⇒  ¬ (P \ Q)[x] ) ¡

8 + ∀ P∀ Q∀ x ( Q[x] ⇒  ¬ (P \ Q)[x] ) ¡

9 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] & ¬ (P \ Q)[x] ⇒  Q[x] ) ¡

10 + ∀ P∀ Q∀ x ( P[x] ⇒  (P \ Q)[x] ∨  Q[x] ) ¡

11 + ∀ P∀ Q (P \ Q) ≡ (P ∩ (Qc)) ¡

12 + ∀ P∀ Q (P \ Q) ≡ ((Qc) ∩ P) ¡

13 + ∀ P∀ Q (P \ Q) ⊆  P ¡

14 + ∀ P∀ Q (P \ Q) ⊆  (Qc) ¡

15 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  R ⇒  (P \ Q) ⊆  R ) ¡

16 + ∀ P∀ Q∀ R ( (Qc) ⊆  R ⇒  (P \ Q) ⊆  R ) ¡

17 + ∀ P∀ Q∀ R ( (Rc) ⊆  Q ⇒  (P \ Q) ⊆  R ) ¡

18 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  Q ⇒  (P \ Q) ⊆  (Rc) ) ¡

19 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  (P \ Q) ⇒  R ⊆  P ) ¡

20 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  (P \ Q) ⇒  R ⊆  (Qc) ) ¡

21 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  (P \ Q) ⇒  Q ⊆  (Rc) ) ¡

22 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  (P \ Q) ⇒  (Q ∩ R) ≡≡≡≡ φ ) ¡

23 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  (P \ Q) ⇒  (R ∩ Q) ≡≡≡≡ φ ) ¡

24 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  P & R ⊆  (Qc) ⇒  R ⊆  (P \ Q) ) ¡

25 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  P & Q ⊆  (Rc) ⇒  R ⊆  (P \ Q) ) ¡

26 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  P & Q ⊆  (P \ R) ⇒  R ⊆  (P \ Q) ) ¡

27 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ⊆  R & S ⊆  Q ⇒  (P \ Q) ⊆  (R \ S) ) ¡

28 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  R ⇒  (P \ Q) ⊆  (R \ Q) ) ¡

29 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  Q ⇒  (P \ Q) ⊆  (P \ R) ) ¡

30 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ R & Q ≡ S ⇒  (P \ S) ≡ (R \ Q) ) ¡

31 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ R & Q ≡ S ⇒  (P \ Q) ≡ (R \ S) ) ¡

32 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ R & Q ≡ S ⇒  (R \ S) ≡ (P \ Q) ) ¡

33 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ R & Q ≡ S ⇒  (R \ Q) ≡ (P \ S) ) ¡

34 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ R ⇒  (P \ Q) ≡ (R \ Q) ) ¡

35 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ≡ R ⇒  (R \ Q) ≡ (P \ Q) ) ¡

36 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ≡ R ⇒  (P \ R) ≡ (P \ Q) ) ¡

37 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ≡ R ⇒  (P \ Q) ≡ (P \ R) ) ¡

38 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( P ≡ Q & R ≡ S & T ≡ (P \ R) ⇒  T ≡ (Q \ S) )
¡

39 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( P ≡ Q & R ≡ S & (P \ R) ≡ T ⇒  (Q \ S) ≡ T )
¡

40 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( Q ≡ P & S ≡ R & T ≡ (P \ R) ⇒  T ≡ (Q \ S) )
¡

41 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ T ( Q ≡ P & S ≡ R & (P \ R) ≡ T ⇒  (Q \ S) ≡ T )
¡

42 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & (P \ R) ≡ S ⇒  (Q \ R) ≡ S ) ¡

43 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & S ≡ (P \ R) ⇒  S ≡ (Q \ R) ) ¡

44 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & (R \ P) ≡ S ⇒  (R \ Q) ≡ S ) ¡

45 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( P ≡ Q & S ≡ (R \ P) ⇒  S ≡ (R \ Q) ) ¡

46 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & (P \ R) ≡ S ⇒  (Q \ R) ≡ S ) ¡

47 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & S ≡ (P \ R) ⇒  S ≡ (Q \ R) ) ¡

48 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & (R \ P) ≡ S ⇒  (R \ Q) ≡ S ) ¡

                       



49 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( Q ≡ P & S ≡ (R \ P) ⇒  S ≡ (R \ Q) ) ¡

50 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  (P \ Q) ≡ φ ) ¡

51 + ∀ P (P \ P) ≡ φ ¡

52 + ∀ P∀ Q ( P ≡ φ ⇒  (P \ Q) ≡ φ ) ¡

53 + ∀ P∀ Q( (P \ Q) ≡ φ ⇒  P ⊆  Q ) ¡

54 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇔ (P \ Q) ≡ φ ) ¡

55 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  (P \ Q) ≡ P ) ¡

56 + ∀ P (P \ φ) ≡ P ¡

57 + ∀ P∀ Q ( Q ≡ φ ⇒  (P \ Q) ≡ P ) ¡

58 + ∀ P∀ Q ( (P \ Q) ≡ P ⇒  (P ∩ Q) ≡ φ ) ¡

59 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ φ ⇔ (P \ Q) ≡ P ) ¡

60 + ∀ P∀ Q∀ R ((P \ Q) ∪  R) ≡≡≡≡ ((P ∪  R) \ (Q ∩ (Rc))) ¡

61 + ∀ P∀ Q∀ R ((P \ Q) ∪  R) ≡≡≡≡ ((P ∪  R) \ (Q \ R)) ¡

62 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ⊆  R ⇒  ((P \ Q) ∪  R) ≡≡≡≡ (P ∪  R) ) ¡

63 + ∀ P∀ Q ((P \ Q) ∪  Q) ≡≡≡≡ (P ∪  Q) ¡

64 + ∀ P∀ Q P ⊆  ((P \ Q) ∪  Q) ¡

65 + ∀ P∀ Q ( Q ⊆  P ⇒  ((P \ Q) ∪  Q) ≡≡≡≡ P ) ¡

66 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  P ⇒  ((P \ Q) ∪  R) ≡≡≡≡ (P \ (Q \ R)) ) ¡

67 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∪  Q) \ R) ≡≡≡≡ ((P \ R) ∪  (Q \ R)) ¡

68 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∪  Q) \ R) ≡≡≡≡ ((Q ∪  P) \ R) ¡

69 + ∀ P∀ Q∀ R ( P ⊆  R ⇒  ((P ∪  Q) \ R) ⊆  Q ) ¡

70 + ∀ P∀ Q∀ R ( Q ⊆  R ⇒  ((P ∪  Q) \ R) ⊆  P ) ¡

71 + ∀ P∀ Q ((P ∪  Q) \ P) ⊆  Q ¡

72 + ∀ P∀ Q ((P ∪  Q) \ Q) ⊆  P ¡

73 + ∀ P∀ Q∀ R ( (Q ∩ R) ≡ φ ⇒  ((P ∪  Q) \ R) ≡ ((P \ R) ∪  Q) ) ¡
74 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∩ R) ≡ φ ⇒  ((P ∪  Q) \ R) ≡ (P ∪  (Q \ R)) ) ¡
75 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  ((P ∪  Q) \ Q) ≡ P ) ¡

76 + ∀ P∀ Q ( (P ∩ Q) ≡ φ ⇒  ((P ∪  Q) \ P) ≡ Q ) ¡

77 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∩ Q) ≡ φ & (P ∪  Q) ≡ R ⇒  (R \ Q) ≡ P ) ¡

78 + ∀ P∀ Q∀ R ( (P ∩ Q) ≡ φ & (P ∪  Q) ≡ R ⇒  (R \ P) ≡ Q ) ¡

79 + ∀ P∀ Q∀ R (P \ (Q ∪  R)) ≡ ((P \ Q) \ R) ¡

80 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  Q ⇒  ((P \ Q) ∩ R) ≡ φ ) ¡

81 + ∀ P∀ Q ((P \ Q) ∩ Q) ≡ φ ¡

82 + ∀ P∀ Q∀ R ((P \ Q) ∩ R) ≡ (P ∩ (R \ Q)) ¡

83 + ∀ P∀ Q∀ R ((P \ Q) ∩ R) ≡≡≡≡ ((P ∩ R) \ Q) ¡

84 + ∀ P∀ Q∀ R (P ∩ (R \ Q)) ≡≡≡≡ ((P ∩ R) \ Q) ¡

85 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∩ Q) \ R) ⊆  ((P \ R) ∩ (Q \ R)) ¡

86 + ∀ P∀ Q∀ R ((P \ R) ∩ (Q \ R)) ⊆  ((P ∩ Q) \ R) ¡

87 + ∀ P∀ Q∀ R ((P ∩ Q) \ R) ≡ ((P \ R) ∩ (Q \ R)) ¡

88 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q ⇒  P ≡≡≡≡ (Q \ (Q \ P)) ) ¡

89 + ∀ P∀ Q∀ R ((P \ Q) \ R) ≡ ((P \ R)) \ Q) ¡

90 + ∀ P∀ Q∀ R ( R ⊆  Q ⇒  (P \ Q) ≡ ((P \ (Q \ R)) \ R) ) ¡
!CHAPTER 8  SINGLETON PREDICATES¡

1 D  •  ;  (a•) ; ; {a : a = a} ¡
2 + ∀ a∀ x ( (a•)[x] ⇔ x = a ) ¡

3 + ∀ a∀ x ( (a•)[x] ⇒  x = a ) ¡

                       



4 + ∀ a∀ x ( x = a ⇒  (a•)[x] ) ¡

5 + ∀ a (a•)[a] ¡

6 + ∀ x∀ y ( ∀ P(P[x] ⇔ P[y]) ⇒  x = y ) ¡

7 + ∀ a∀ x ( ¬ x = a ⇒  ¬ (a•)[x] ) ¡

8 + ∀ a∀ x ( ¬ a = x ⇒  ¬ (a•)[x] ) ¡

9 + ∀ a∀ x ( ¬ (a•)[x] ⇒  ¬ x = a ) ¡

10 + ∀ a∀ x ( ¬ (a•)[x] ⇒  ¬ a = x ) ¡

11 + ∀ a ¬ (a•) ≡ φ ¡

12 + ∀ P∀ a ( (a•) ⊆  P ⇒  P[a] ) ¡

13 + ∀ P∀ a ( P[a] ⇒  (a•) ⊆  P ) ¡

14 + ∀ P∀ Q∀ a ( Q[a] & Q ⊆  P ⇒  (a•) ⊆  P ) ¡

15 + ∀ P∀ a∀ x ( P[x] & P ⊆  (a•) ⇒  x = a ) ¡

16 + ∀ P∀ a ( ∀ x(P[x] ⇒  x = a) ⇔ P ⊆  (a•) ) ¡

17 + ∀ P∀ a ( P ≡ (a•) ⇒  P[a] ) ¡

18 + ∀ P∀ a∀ x ( P[x] & P ≡ (a•) ⇒  x = a ) ¡

19 + ∀ P∀ a ( P ≡ (a•) ⇒  ∀ x (P[x] ⇔ x = a) ) ¡

20 + ∀ P∀ a ( P ≡ (a•) ⇒  P[a] & ∀ x (P[x] ⇒  x = a) ) ¡

21 + ∀ P∀ a ( P[a] & P ⊆  (a•) ⇒  P ≡ (a•) ) ¡

22 + ∀ P∀ a ( P[a] & ∀ x(P[x] ⇒  x = a) ⇒  P ≡ (a•) ) ¡

23 + ∀ P∀ a ( P ⊆  (a•) ⇒  P ≡ φ ∨  P ≡ (a•) ) ¡

24 + ∀ a∀ b ( a = b ⇒  (a•) ≡ (b•) ) ¡

25 + ∀ a∀ b ( (a•) ≡ (b•) ⇒  a = b ) ¡

26 + ∀ a∀ x ( ((a•)c)[x] ⇔ ¬ x = a ) ¡

27 + ∀ P∀ a ( ¬ P[a] ⇒  (a•) ⊆  (Pc) ) ¡

28 + ∀ P∀ a∀ x ( (P ∪  (a•))[x] ⇔ P[x] ∨  x = a ) ¡

29 + ∀ P∀ Q∀ a ( ∀ x(Q[x] ⇔ P[x] ∨  x = a) ⇒  Q ≡ (P ∪  (a•)) ) ¡

30 + ∀ P∀ Q∀ a ( Q ≡ (P ∪  (a•)) ⇒  ∀ x(Q[x] ⇔ P[x] ∨  x = a) ) ¡

31 + ∀ P∀ a {x : P[x] ∨  x = a} ≡ (P ∪  (a•)) ¡

32 + ∀ P∀ a (P ∪  (a•))[a] ¡

33 + ∀ P∀ a ((a•) ∪  P)[a] ¡

34 + ∀ P∀ Q∀ a ( Q ≡ (P ∪  (a•)) ⇒  Q[a] ) ¡

35 + ∀ P∀ a ( P[a] ⇒  (P ∪  (a•)) ≡ P ) ¡

36 + ∀ P∀ a ( (P ∪  (a•)) ≡ P ∨  ¬ P[a] ) ¡

37 + ∀ P∀ a ¬ (P ∪  (a•)) ≡ φ ¡

38 + ∀ P∀ Q ( Q ⊂  P ⇒  ∃ a(¬ Q[a] & (Q ∪  (a•)) ⊆  P) ) ¡

39 + ∀ P∀ Q∀ a ( P ⊆  Q & Q ⊆  (P ∪  (a•)) 
               ⇒  Q ≡ P ∨  Q ≡ (P ∪  (a•)) ) ¡

40 + ∀ P∀ a ( ¬ P[a] ⇒  (P ∩ (a•)) ≡ φ ) ¡

41 + ∀ P∀ Q∀ a ( ¬ P[a] & Q ⊆  P ⇒  (Q ∩ (a•)) ≡ φ ) ¡

42 + ∀ P∀ Q∀ a ( ¬ P[a] & Q ⊆  (a•) ⇒  (Q ∩ P) ≡ φ ) ¡

43 + ∀ a∀ b ( ¬ a = b ⇒  ((a•) ∩ (b•)) ≡ φ ) ¡

44 + ∀ P∀ a ( (P ∩ (a•)) ≡ φ ⇒  ¬ P[a] ) ¡

45 + ∀ a∀ b ( ((a•) ∩ (b•)) ≡ φ ⇒  ¬ a = b ) ¡

46 + ∀ a∀ b ( ¬ a = b ⇔ ((a•) ∩ (b•)) ≡ φ ) ¡

47 + ∀ P∀ a  ¬ (P \ (a•))[a] ¡

48 + ∀ P∀ a∀ x ( (P \ (a•))[x] ⇔ P[x] & ¬ x = a ) ¡

                       



49 + ∀ P∀ Q∀ a ( P[a] & ¬ Q[a] ⇒  (a•) ⊆  (P \ Q) ) ¡

50 + ∀ P∀ a ( ¬ P[a] ⇒  (P \ (a•)) ≡ P ) ¡

51 + ∀ a∀ b ( ¬ a = b ⇒  ((a•) \ (b•)) ≡ (a•) ) ¡

52 + ∀ a∀ b ( ¬ a = b ⇒  ((b•) \ (a•)) ≡ (b•) ) ¡

53 + ∀ P∀ Q∀ a ( ∀ x(Q[x] ⇔ P[x] & ¬ x = a) ⇒  Q ≡ (P \ (a•)) ) ¡

54 + ∀ P∀ Q∀ a ( Q ≡ (P \ (a•)) ⇒  ∀ x(Q[x] ⇔ P[x] & ¬ x = a) ) ¡

55 + ∀ P∀ Q ( Q ⊂  P ⇒  ∃ a(P[a] & Q ⊆  (P \ (a•))) ) ¡

56 + ∀ P∀ a ( P[a] ⇒  ( (P \ (a•)) ∪  (a•) ) ≡ P ) ¡

57 + ∀ P∀ a ( P[a] ⇒  P ≡ ( (P \ (a•)) ∪  (a•) ) ) ¡

58 + ∀ P∀ a ( P[a] ⇒  ∀ x ( P[x] ⇔ (P \ (a•))[x] ∨  x = a ) ) ¡

59 + ∀ P∀ a ( ¬ P[a] ⇒  P ≡ ((P ∪  (a•)) \ (a•)) ) ¡

60 + ∀ P∀ a ( ¬ P[a] ⇒  (((a•) ∪  P) \ (a•)) ≡ P ) ¡

61 + ∀ P∀ Q∀ a ( Q ≡ (P ∪  (a•)) & ¬ P[a] ⇒  P ≡ (Q \ (a•)) ) ¡

62 + ∀ a∀ b ( ¬ a = b ⇒  (((a•) ∪  (b•)) \ (a•)) ≡ (b•) ) ¡

63 + ∀ a∀ b ( ¬ a = b ⇒  (((b•) ∪  (a•)) \ (a•)) ≡ (b•) ) ¡

64 + ∀ P∀ a∀ b ( ¬ a = b & P[b] 
             ⇒  ( (P \ ((a•) ∪  (b•))) ∪  (b•) ) ≡ (P \ (a•)) ) ¡
65 + ∀ P∀ a∀ b (   ¬ a = b & P[a] 
                 ⇒  ( (P \ ((a•) ∪  (b•))) ∪  (a•) ) 
                    ≡ (P \ (b•)) ) ¡

66 + ∀ P∀ Q∀ a ( Q[a] & Q ⊆  P 
               ⇒  ((P \ Q) ∪  (a•)) ≡≡≡≡ (P \ (Q \ (a•))) ) ¡

67 + ∀ P∀ Q∀ a ( Q[a] ⇒  (P ∪  Q) ≡ ((P ∪  (Q \ (a•))) ∪  (a•)) ) ¡
!CHAPTER 9 DOUBLET, TRIPLET, AND QUADRUPLET PREDICATES¡

1 D  ‡  ;  (a b ‡) ; ; {a : a = a ∨  a = b} ¡

2 + ∀ a∀ b∀ x ( (a b ‡)[x] ⇔ x = a ∨  x = b ) ¡

3 + ∀ a∀ b (a b ‡) ≡ ((a•) ∪  (b•)) ¡

4 + ∀ a∀ b∀ x ( ¬ x = a & ¬ x = b ⇒  ¬ (a b ‡)[x] ) ¡

5 D  £  ;  (a b c £) ; ; {a : a = a ∨  a = b ∨  a = c} ¡

6 + ∀ a∀ b∀ c∀ x ( (a b c £)[x] ⇔ x = a ∨  x = b ∨  x = c ) ¡

7 + ∀ a∀ b∀ c (a b c £) ≡ ((a b ‡) ∪  (c•)) ¡

8 + ∀ a∀ b∀ c∀ x ( ¬ x = a & ¬ x = b & ¬ x = c 
              ⇒  ¬ (a b c £)[x] ) ¡

9 D  ¢ ;  (a b c d ¢) ; ; {a : a = a ∨  a = b ∨  a = c ∨  a = d}
¡

10 + ∀ a∀ b∀ c∀ d∀ x ( (a b c d ¢)[x] 
                    ⇔ x = a ∨  x = b ∨  x = c ∨  x = d ) ¡

11 + ∀ a∀ b∀ c∀ d (a b c d ¢) ≡ ((a b c £) ∪  (d•)) ¡

SECTION III:  DYADIC AND TRIADIC PREDICATES
!CHAPTER 1 DYADIC INCLUSION AND EQUIVALENCE¡

1 S : ; R : S ; ∀ x∀ y (R[x,y] ⇒  S[x,y]) ¡

2 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R[x,y] & R : S ⇒  S[x,y] ) ¡

3 + ∀ R R : R ¡

4 + ∀ R∀ S∀ T ( R : S & S : T ⇒  R : T ) ¡

5 S … ; R … S ; ∀ x∀ y(R[x,y] ⇔ S[x,y]) ¡

6 + ∀ R∀ S ( R : S & S : R ⇒  R … S ) ¡

                       



7 + ∀ R R … R ¡

8 + ∀ R∀ S ( R … S ⇒  S … R ) ¡

9 + ∀ R∀ S ( R … S ⇒  R : S ) ¡

10 + ∀ R∀ S ( R … S ⇒  S : R ) ¡

11 + ∀ R∀ S ( R … S ⇒  R : S & S : R ) ¡

12 + ∀ R∀ S ( R : S & S : R ⇔ R … S ) ¡

13 + ∀ R∀ S∀ T ( R : S & S … T ⇒  R : T ) ¡

14 + ∀ R∀ S∀ T ( R : S & T … S ⇒  R : T ) ¡

15 + ∀ R∀ S∀ T ( R … S & S … T ⇒  R … T ) ¡

16 + ∀ R∀ S∀ T ( R … S & S … T ⇒  T … R ) ¡

17 + ∀ R∀ S∀ T ( R … S & T … S ⇒  R … T ) ¡

18 + ∀ R∀ S∀ T ( R … S & R … T ⇒  S … T ) ¡

19 + ∀ R∀ S∀ T∀ U (R … S & S … T & T … U ⇒  R … U) ¡

20 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R[x,y] & R … S ⇒  S[x,y] ) ¡

21 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R[x,y] & S … R ⇒  S[x,y] ) ¡
!CHAPTER 2 DYADIC UNIONS¡

1 D  Ú  ;  (R Ú S) ; ; {a,b : R[a,b] ∨  S[a,b]} ¡

2 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( (R Ú S)[x,y] ⇔ R[x,y] ∨  S[x,y] ) ¡

3 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( (R Ú S)[x,y] ⇒  R[x,y] ∨  S[x,y] ) ¡

4 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R[x,y] ∨  S[x,y] ⇒  (R Ú S)[x,y] ) ¡

5 + ∀ R∀ S (R Ú S) : (S Ú R) ¡

6 + ∀ R∀ S (R Ú S) … (S Ú R) ¡

7 + ∀ R∀ S R : (R Ú S) ¡

8 + ∀ R∀ S R : (S Ú R) ¡

9 + ∀ R∀ S∀ T ( R : T & S : T ⇒  (R Ú S) : T ) ¡

10 + ∀ R (R Ú R) … R ¡

11 + ∀ R∀ S∀ T∀ U ( R : S & T : U ⇒  (R Ú T) : (S Ú U) ) ¡

12 + ∀ R∀ S∀ T∀ U ( R … S & T … U ⇒  (R Ú T) … (S Ú U) ) ¡

13 + ∀ R∀ S∀ T ( R … S ⇒  (R Ú T) … (S Ú T) ) ¡

14 + ∀ R∀ S∀ T ( R … S ⇒  (T Ú R) … (T Ú S) ) ¡

15 + ∀ R∀ S∀ T∀ U∀ V ( T … (R Ú S) & R … U & S … V ⇒  T … (U Ú V) )
¡

16 + ∀ R∀ S∀ T∀ U ( T … (R Ú S) & R … U ⇒  T … (U Ú S) ) ¡

17 + ∀ R∀ S∀ T∀ U ( T … (S Ú R) & R … U ⇒  T … (S Ú U) ) ¡

18 + ∀ R∀ S ((R Ú S) Ú S) … (R Ú S) ¡
!CHAPTER 3 RELATIONAL INVERSES¡

1 D  * ; (R*) ; ; {a,b : R[b,a]} ¡
2 + ∀ R∀ x∀ y ( (R*)[x,y] ⇔ R[y,x] ) ¡

3 + ∀ R∀ x∀ y ( (R*)[x,y] ⇒  R[y,x] ) ¡

4 + ∀ R∀ x∀ y ( R[y,x] ⇒  (R*)[x,y] ) ¡

5 + ∀ R∀ z ( ∃ x R[x,y] ⇔ ∃ y (R*)[z,y] ) ¡

6 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( (R*) : S & R[x,y] ⇒  S[y,x] ) ¡

7 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R : (S*) & R[x,y] ⇒  S[y,x] ) ¡

8 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( (R*) : S ⇒  R : (S*) ) ¡

9 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R : (S*) ⇒  (R*) : S ) ¡

10 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( (R*) … S & R[x,y] ⇒  S[y,x] ) ¡

11 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( S … (R*) & R[x,y] ⇒  S[y,x] ) ¡
                       



12 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( (S*) … R & R[x,y] ⇒  S[y,x] ) ¡

13 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R … (S*) & R[x,y] ⇒  S[y,x] ) ¡

14 + ∀ R ( ∀ x∀ y(R[x,y] ⇒  R[y,x]) ⇒  R … (R*) ) ¡

15 + ∀ R ((R*)*) : R ¡

16 + ∀ R R : ((R*)*) ¡

17 + ∀ R ((R*)*) … R ¡

18 + ∀ R R … ((R*)*) ¡

19 + ∀ R∀ S ( R : S ⇒  (R*) : (S*) ) ¡

20 + ∀ R∀ S ( R … S ⇒  (R*) … (S*) ) ¡

21 + ∀ R∀ S ( (R*) … (S*) ⇒  R … S ) ¡

22 + ∀ R∀ S ( R … S ⇔ (R*) … (S*) ) ¡

23 + ∀ R∀ S ( (R*) … S ⇒  (S*) … R ) ¡

24 + ∀ R∀ S ( (R*) … S ⇒  R … (S*) ) ¡

25 + ∀ R∀ S ( R … (S*) ⇒  S … (R*) ) ¡

26 + ∀ R∀ S ( R … (S*) ⇒  (R*) … S ) ¡

27 + ∀ R∀ S ((R Ú S)*) … ((R*) Ú (S*)) ¡

28 + ∀ R∀ S ((R*) Ú (S*)) … ((R Ú S)*) ¡
!CHAPTER 4 A DYADIC EMPTY PREDICATE¡

1 D  Φ ; Φ ; ; {a,b : ¬ a = a} ¡  

2 + ∀ x∀ y ( Φ[x,y] ⇔ ¬ x = x ) ¡

3 + ∀ x∀ y ¬ Φ[x,y] ¡

4 + ∀ R ( R … Φ ⇒  ∀ x∀ y ¬ R[x,y] ) ¡

5 + ∀ R ( R … Φ ⇒  ¬ ∃ x∃ y R[x,y] ) ¡

6 + ∀ R Φ : R ¡

7 + ∀ R ( R : Φ ⇒  R … Φ ) ¡

8 + ∀ R ( ∀ x∀ y ¬ R[x,y] ⇒  R … Φ ) ¡

9 + ∀ R ( ¬ ∃ x∃ y R[x,y] ⇒  R … Φ ) ¡

10 + ∀ R (R Ú Φ) … R ¡

11 + ∀ R (Φ Ú R) … R ¡

12 + ∀ R∀ S ( S … Φ ⇒  (R Ú S) … R ) ¡

13 + ∀ R∀ S ( S … Φ ⇒  (S Ú R) … R ) ¡

14 + Φ … (Φ*) ¡

15 + ∀ R ( (R*) … Φ ⇒  R … Φ ) ¡
!CHAPTER 5 DOMAINS¡

1 D  D  ;  (RD) ; ; {a : ∃ y R[a,y]} ¡

2 + ∀ R∀ x ( (RD)[x] ⇔ ∃ y R[x,y] ) ¡

3 + ∀ R∀ x ( (RD)[x] ⇒  ∃ y R[x,y] ) ¡

4 + ∀ R∀ x ( ∃ y R[x,y] ⇒  (RD)[x] ) ¡

5 + ∀ R∀ x∀ y ( R[x,y] ⇒  (RD)[x] ) ¡

6 + ∀ R∀ A∀ x∀ y ( R[x,y] & (RD) ⊆  A ⇒  A[x] ) ¡

7 + ∀ R∀ A∀ x∀ y ( R[x,y] & (RD) ≡ A ⇒  A[x] ) ¡

8 + ∀ R∀ A∀ x ( A[x] & A ⊆  (RD) ⇒  ∃ y R[x,y] ) ¡

9 + ∀ R∀ A∀ x ( A[x] & (RD) ≡ A ⇒  ∃ y R[x,y] ) ¡

10 + ∀ R∀ A ( ∀ x(∃ y R[x,y] ⇒  A[x]) ⇒  (RD) ⊆  A ) ¡

11 + ∀ R∀ A ( ∀ x∀ y(R[x,y] ⇒  A[x]) ⇒  (RD) ⊆  A ) ¡

12 + ∀ R∀ A ( ∀ x(A[x] ⇒  ∃ y R[x,y]) ⇒  A ⊆  (RD) ) ¡

                       



13 + ∀ R∀ A ( ∀ x(∃ y R[x,y] ⇔ A[x]) ⇒  (RD) ≡ A ) ¡

14 + ∀ R∀ S ( R : S ⇒  (RD) ⊆  (SD) ) ¡

15 + ∀ R∀ S ( R … S ⇒  (RD) ≡ (SD) ) ¡

16 + ∀ R∀ S∀ A ( (RD) ≡ A & R … S ⇒  (SD) ≡ A ) ¡

17 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( (RD) ≡ A & R … S & A ≡ B ⇒  (SD) ≡ B ) ¡

18 + ∀ R∀ S∀ x ( ((R Ú S)D)[x] ⇒  (RD)[x] ∨  (SD)[x] ) ¡

19 + ∀ R∀ S ((R Ú S)D) ≡ ((RD) ∪  (SD)) ¡

20 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( (RD) ≡ A & (SD) ≡ B ⇒  ((R Ú S)D) ≡ (A ∪  B) )
¡

21 + (ΦD) ⊆  φ ¡

22 + (ΦD) ≡ φ ¡

23 + ∀ R ( R … Φ ⇒  (RD) ≡ φ ) ¡

24 + ∀ R ( (RD) ≡ φ ⇒  R … Φ ) ¡

25 + ∀ R ( ∀ x∃ y R[x,y] ⇒  (RD) ≡ U ) ¡
!CHAPTER 6 IMAGES¡

1 D  I  ;  (RI) ; ; {b : ∃ x R[x,b]} ¡

2 + ∀ R∀ y ( (RI)[y] ⇔ ∃ x R[x,y] ) ¡

3 + ∀ R∀ y ( (RI)[y] ⇒  ∃ x R[x,y] ) ¡

4 + ∀ R∀ y ( ∃ x R[x,y] ⇒  (RI)[y] ) ¡

5 + ∀ R∀ x∀ y ( R[x,y] ⇒  (RI)[y] ) ¡

6 + ∀ R∀ y ( ¬ (RI)[y] ⇒  ¬ ∃ x R[x,y] ) ¡

7 + ∀ R∀ x∀ y ( R[x,y] & ¬ (RI)[a] ⇒  ¬ y = a ) ¡

8 + ∀ R∀ B∀ x∀ y ( R[x,y] & (RI) ⊆  B ⇒  B[y] ) ¡

9 + ∀ R∀ B∀ x∀ y ( R[x,y] & (RI) ≡ B ⇒  B[y] ) ¡

10 + ∀ R∀ B∀ y ( B[y] & B ⊆  (RI) ⇒  ∃ x R[x,y] ) ¡

11 + ∀ R∀ B∀ y ( B[y] & (RI) ≡ B ⇒  ∃ x R[x,y] ) ¡

12 + ∀ R∀ B ( ∀ y(∃ x R[x,y] ⇒  B[y]) ⇒  (RI) ⊆  B ) ¡

13 + ∀ R∀ B ( ∀ y(B[y] ⇒  ∃ x R[x,y]) ⇒  B ⊆  (RI) ) ¡

14 + ∀ R∀ B ( ∀ y(∃ x R[x,y] ⇔ B[y]) ⇒  (RI) ≡ B ) ¡

15 + ∀ R (RI) ≡ ((R*)D) ¡

16 + ∀ R (RD) ≡ ((R*)I) ¡

17 + ∀ R∀ B ( (RI) ≡ B ⇒  ((R*)D) ≡ B ) ¡

18 + ∀ R∀ B ( ((R*)D) ≡ B ⇒  (RI) ≡ B ) ¡

19 + ∀ R∀ B ( (RI) ≡ B ⇔ ((R*)D) ≡ B ) ¡

20 + ∀ R∀ S ( R : S ⇒  (RI) ⊆  (SI) ) ¡

21 + ∀ R∀ S∀ y ( S : R & ¬ (RI)[y] ⇒  ¬ (SI)[y] ) ¡

22 + ∀ R∀ S ( R … S ⇒  (RI) ≡ (SI) ) ¡

23 + ∀ R∀ S∀ B ( (RI) ≡ B & R … S ⇒  (SI) ≡ B ) ¡

24 + ∀ R∀ S∀ B∀ A ( (RI) ≡ B & R … S & B ≡ A ⇒  (SI) ≡ A ) ¡

25 + ∀ R∀ S ((R Ú S)I) ≡ ((RI) ∪  (SI)) ¡

26 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( (RI) ≡ A & (SI) ≡ B ⇒  ((R Ú S)I) ≡ (A ∪  B) )
¡

27 + ∀ R∀ A∀ B ( (RD) ≡ A & (RI) ≡ B & ∃ x A[x] ⇒  ∃ y B[y] ) ¡

28 + (ΦI) ≡ φ ¡

29 + ∀ R ( R … Φ ⇒  (RI) ≡ φ ) ¡

30 + ∀ R ( (RI) ≡ φ ⇒  R … Φ ) ¡
!CHAPTER 7 RESTRICTIONS¡

                       



1 D    ;  (R  A) ; ; {a,b : R[a,b] & A[a]} ¡

2 + ∀ R∀ A∀ x∀ y ( (R  A)[x,y] ⇔ R[x,y] & A[x] ) ¡

3 + ∀ R∀ A∀ x∀ y ( (R  A)[x,y] ⇒  R[x,y] & A[x] ) ¡

4 + ∀ R∀ A∀ x∀ y ( R[x,y] & A[x] ⇒  (R  A)[x,y] ) ¡

5 + ∀ R∀ A∀ x∀ y ( (R  A)[x,y] ⇒  R[x,y] ) ¡

6 + ∀ R∀ A∀ x∀ y ( (R  A)[x,y] ⇒  A[x] ) ¡

7 + ∀ R∀ A (R  A) : R ¡

8 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( R : S & A ⊆  B ⇒  (R  A) : (S  B) ) ¡

9 + ∀ R∀ S∀ A ( R : S ⇒  (R  A) : (S  A) ) ¡

10 + ∀ R∀ A∀ B ( A ⊆  B ⇒  (R  A) : (R  B) ) ¡

11 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( R … S & A ≡ B ⇒  (R  A) … (S  B) ) ¡

12 + ∀ R∀ S∀ A ( R … S ⇒  (R  A) … (S  A) ) ¡

13 + ∀ R∀ A∀ B ( A ≡ B ⇒  (R  A) … (R  B) ) ¡

14 + ∀ R∀ A∀ B ((R  A)  B) … (R  (A ∩ B)) ¡

15 + ∀ R∀ A∀ B ( B ⊆  A ⇒  ((R  A)  B) … (R  B) ) ¡

16 + ∀ R∀ A∀ x ( A[x] ⇒  ((R  A)  (x•)) … (R  (x•)) ) ¡

17 + ∀ R∀ S∀ A ((R Ú S)  A) : ((R  A) Ú (S  A)) ¡

18 + ∀ R∀ S∀ A ((R  A) Ú (S  A)) : ((R Ú S)  A) ¡

19 + ∀ R∀ S∀ A ((R Ú S)  A) … ((R  A) Ú (S  A)) ¡

20 + ∀ A (Φ  A) … Φ ¡

21 + ∀ R (R  φ) … Φ ¡

22 + ∀ R∀ A ( A ≡ φ ⇒  (R  A) … Φ ) ¡

23 + ∀ R∀ A ( (RD) ⊆  A ⇒  R : (R  A) ) ¡

24 + ∀ R∀ A ( (RD) ⊆  A ⇒  (R  A) … R ) ¡

25 + ∀ R∀ S∀ A ( R : S & (RD) ⊆  A ⇒  R : (S  A) ) ¡

26 + ∀ R∀ A∀ B ( (RD) ⊆  (A ∪  B) ⇒  ((R  A) Ú (R  B)) … R ) ¡

27 + ∀ R∀ A∀ B ( (RD) ≡ (A ∪  B) ⇒  ((R  A) Ú (R  B)) … R ) ¡

28 + ∀ R∀ A ((R  A)D) ⊆  (RD) ¡

29 + ∀ R∀ A ((R  A)D) ⊆  A ¡

30 + ∀ R∀ A ((R  A)D) ≡ ((RD) ∩ A) ¡

31 + ∀ R∀ A ( A ⊆  (RD) ⇒  ((R  A)D) ≡ A ) ¡

32 + ∀ R∀ A∀ B ( (RD) ≡ A & B ⊆  A ⇒  ((R  B)D) ≡ B ) ¡

33 + ∀ R∀ A ( ((RD) ∩ A) ≡ φ ⇒  (R  A) … Φ ) ¡

34 + ∀ R∀ S∀ A ( ((RD) ∩ A) ≡ φ ⇒  ((R Ú S)  A) … (S  A) ) ¡

35 + ∀ R∀ S∀ A ( ((RD) ∩ A) ≡ φ ⇒  ((S Ú R)  A) … (S  A) ) ¡

36 + ∀ R∀ A ( (RD) ≡ U ⇒  ((R  A)D) ≡ A ) ¡

37 + ∀ R∀ x ( ¬ (RD)[x] ⇒  (R  (x•)) … Φ ) ¡

38 + ∀ A ((Φ  A)I) ≡ φ ¡

39 + ∀ R ((R  φ)I) ≡ φ ¡

40 + ∀ R∀ A ( A ≡ φ ⇒  ((R  A)I) ≡ φ ) ¡

41 + ∀ R∀ A∀ B ( (RD) ⊆  (A ∪  B)
               ⇒  ( ((R  A)I) ∪  ((R  B)I) ) ≡ (RI) ) ¡

42 + ∀ R∀ A∀ B ( (RD) ≡ (A ∪  B) 
               ⇒  ( ((R  A)I) ∪  ((R  B)I) ) ≡ (RI) ) ¡

43 + ∀ R∀ A∀ B∀ C ( (A ∪  B) ≡ C
              ⇒  ( ((R  A)I) ∪  ((R  B)I) ) ≡ ((R  C)I) ) ¡

                       



44 + ∀ R∀ S∀ x ( ¬ (RD)[x] ⇒  (((R Ú S)  (x•))I) … ((S  (x•))I) )
¡

45 + ∀ R∀ S∀ x ( ¬ (RD)[x] ⇒  (((S Ú R)  (x•))I) … ((S  (x•))I) )
¡

46 + ∀ R∀ A∀ y ( ((R  A)I)[y] ⇔ ∃ z(R[z,y] & A[z]) ) ¡

47 + ∀ R∀ A {y : ∃ z(R[z,y] & A[z])} ≡ ((R  A)I) ¡

48 + ∀ R∀ x {y : R[x,y]} ≡ ((R  (x•))I) ¡

49 D    ;  (R  B) ; ; {a,b : R[a,b] & B[b]} ¡

50 + ∀ R∀ B∀ x∀ y ( (R  B)[x,y] ⇔ R[x,y] & B[y] ) ¡

51 + ∀ R∀ B (R  B) … (((R*)  B)*) ¡

52 + ∀ R∀ B ((R  B)*) … ((R*)  B) ¡

53 + ∀ R∀ A∀ B ( ∀ x∀ y(R[x,y] ⇒  (A[x] ⇔ B[y])) 

              ⇒  (R  A) … (R  B) ) ¡
!CHAPTER 8 FUNCTIONAL PREDICATES¡

1 S f ; f R ; ∀ x∀ y∀ z ( R[x,y] & R[x,z] ⇒  y = z ) ¡

2 + ∀ R∀ x∀ y∀ z ( f R & R[x,y] & R[x,z] ⇒  y = z ) ¡

3 + ∀ R∀ S ( f R & S : R ⇒  f S ) ¡

4 + ∀ R∀ A ( f R ⇒  f (R  A) ) ¡

5 + ∀ R∀ S ( f R & R … S ⇒  f S ) ¡

6 + ∀ R∀ S ( f R & S … R ⇒  f S ) ¡

7 + ∀ R∀ S ( f R & f S & ((RD) ∩ (SD)) ≡ φ ⇒  f (R Ú S) ) ¡

8 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( f R & f S & (RD) ≡ A & (SD) ≡ B & (A ∩ B) ≡ φ 
                ⇒  f (R Ú S) ) ¡

9 + f Φ ¡

10 S F ; R F A ; (RD) ≡ A & f R ¡

11 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( R F A & R … S & A ≡ B ⇒  S F B ) ¡

12 + ∀ R∀ S∀ A ( R F A & R … S ⇒  S F A ) ¡

13 + ∀ R∀ A∀ B ( R F A & A ≡ B ⇒  R F B ) ¡

14 + ∀ R∀ A∀ B ( R F A & B ≡ A ⇒  R F B ) ¡

15 + ∀ R∀ A ( f R & A ⊆  (RD) ⇒  (R  A) F A ) ¡

16 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( R F A & S F B & (A ∩ B) ≡ φ 
                 ⇒  (R Ú S) F (A ∪  B) ) ¡

17 + Φ F φ ¡

18 + ∀ R∀ x ( f R & (RD)[x] ⇒  ∃ a R[x,a] ) ¡

19 + ∀ R∀ x ( f R & (RD)[x] ⇒  ∀ y∀ z(R[x,y] & R[x,z] ⇒  y = z) ) ¡

20 T ´ ; (R´x) ; f R & (RD)[x] ; R[x,y] ¡

21 + ∀ R∀ x∀ y ( f R & R[x,y] ⇒  y = (R´x) ) ¡

22 + ∀ R∀ x∀ y ( f R & R[x,y] ⇒  (R´x) = y ) ¡

23 + ∀ R∀ S∀ x ( f R & S : R & (SD)[x] ⇒  (S´x) = (R´x) ) ¡

24 + ∀ R∀ S∀ x ( f R & S : R & (SD)[x] ⇒  (R´x) = (S´x) ) ¡

25 + ∀ R∀ S∀ x ( f R & (RD)[x] & R … S ⇒  (R´x) = (S´x) ) ¡

26 + ∀ R∀ S∀ x ( f R & (RD)[x] & S … R ⇒  (R´x) = (S´x) ) ¡

27 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R … S & (R´x) = y ⇒  (S´x) = y ) ¡

28 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R … S & (S´x) = y ⇒  (R´x) = y ) ¡

29 + ∀ R∀ S∀ x∀ y∀ z ( R … S & (R´x) = y & (S´x) = z ⇒  y = z ) ¡

30 + ∀ R∀ S ( f R & (RD) ≡ (SD) & ∀ x ( (RD)[x] ⇒  (R´x) = (S´x) )

                       



            ⇒  R … S ) ¡

31 + ∀ R∀ S∀ x ( f (R Ú S) & (RD)[x] ⇒  ((R Ú S)´x) = (R´x) ) ¡

32 + ∀ R∀ S∀ x ( f (R Ú S) & (SD)[x] ⇒  ((R Ú S)´x) = (S´x) ) ¡

33 + ∀ R∀ S∀ x ( f R & f S & ((RD) ∩ (SD)) ≡ φ & ((R Ú S)D)[x] 
               ⇒  ((R Ú S)´x) = (R´x) ∨  ((R Ú S)´x) = (S´x) ) ¡
34 + ∀ R∀ A∀ x ( f R & A ⊆  (RD) & A[x] ⇒  ((R  A)´x) = (R´x) ) ¡

!CHAPTER 9 1-1 PREDICATES¡
1 S 1 ; 1 R ; ∀ x∀ y∀ z ( R[x,y] & R[z,y] ⇒  x = z ) ¡

2 + ∀ R∀ x∀ y∀ z ( 1 R & R[x,y] & R[z,y] ⇒  x = z ) ¡

3 + ∀ R ( 1 R ⇒  f (R*) ) ¡

4 + ∀ R ( f (R*) ⇒  1 R ) ¡

5 + ∀ R ( 1 R ⇔ f (R*) ) ¡

6 + ∀ R ( f R ⇔ 1 (R*) ) ¡

7 + ∀ R ( f R ⇒  1 (R*) ) ¡

8 + ∀ R ( 1 (R*) ⇒  f R ) ¡

9 + ∀ R∀ S ( 1 R & S : R ⇒  1 S ) ¡

10 + ∀ R∀ A ( 1 R ⇒  1 (R  A) ) ¡

11 + ∀ R∀ S ( 1 R & R … S ⇒  1 S ) ¡

12 + ∀ R∀ S ( 1 R & S … R ⇒  1 S ) ¡

13 + ∀ R∀ S ( 1 R & (R*) … S ⇒  f S ) ¡

14 + ∀ R∀ S ( 1 R & (S*) … R ⇒  f S ) ¡

15 + ∀ R∀ S ( f R & (R*) … S ⇒  1 S ) ¡

16 + ∀ R∀ S ( f R & (S*) … R ⇒  1 S ) ¡

17 + ∀ R∀ A∀ B ( 1 R & (A ∩ B) ≡ φ 
            ⇒  ( ((R  A)I) ∩ ((R  B)I) ) ≡ φ ) ¡

18 + 1 Φ ¡

19 S 1 ; R 1 B ; (RI) ≡ B & 1 R ¡

20 + ∀ R∀ B ( R 1 B ⇒  (R*) F B ) ¡

21 + ∀ R∀ B ( (R*) F B ⇒  R 1 B ) ¡

22 + ∀ R∀ B ( R 1 B ⇔ (R*) F B ) ¡

23 + ∀ R∀ A ( R F A ⇒  (R*) 1 A ) ¡

24 + ∀ R∀ A ( (R*) 1 A ⇒  R F A ) ¡

25 + ∀ R∀ A ( R F A ⇔ (R*) 1 A ) ¡

26 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( R 1 A & R … S & A ≡ B ⇒  S 1 B ) ¡

27 + ∀ R∀ S∀ A ( R 1 A & R … S ⇒  S 1 A ) ¡

28 + ∀ R∀ A∀ B ( R 1 A & A ≡ B ⇒  R 1 B ) ¡

29 + ∀ R ( 1 R ⇒  R 1 (RI) ) ¡

30 + ∀ R∀ A ( 1 R ⇒  (R  A) 1 ((R  A)I) ) ¡

31 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( R 1 A & S 1 B & (A ∩ B) ≡ φ 
                 ⇒  (R Ú S) 1 (A ∪  B) ) ¡

32 + Φ 1 φ ¡

33 + ∀ R∀ y ( 1 R & (RI)[y] ⇒  ∃ a R[a,y] ) ¡

34 + ∀ R∀ y ( 1 R & (RI)[y] ⇒  ∀ x∀ z(R[x,y] & R[z,y] ⇒  x = z) ) ¡

35 T ` ; (R`y) ; 1 R & (RI)[y] ; R[x,y] ¡ ¡

36 + ∀ R∀ x∀ y ( 1 R & R[x,y] ⇒  x = (R`y) ) ¡

37 + ∀ R∀ x∀ y ( 1 R & R[x,y] ⇒  (R`y) = x ) ¡

                       



38 + ∀ R∀ S∀ y ( 1 R & S : R & (SI)[y] ⇒  (S`y) = (R`y) ) ¡

39 + ∀ R∀ S∀ y ( 1 R & S : R & (SI)[y] ⇒  (R`y) = (S`y) ) ¡

40 + ∀ R∀ S∀ y ( 1 R & (RI)[y] & R … S ⇒  (R`y) = (S`y) ) ¡

41 + ∀ R∀ S∀ y ( 1 R & (RI)[y] & S … R ⇒  (R`y) = (S`y) ) ¡

42 + ∀ R∀ x ( f R & 1 R & (RD)[x] ⇒  (R`(R´x)) = x ) ¡

43 + ∀ R∀ y ( f R & 1 R & (RI)[y] ⇒  (R´(R`y)) = y ) ¡

44 + ∀ R∀ x∀ y ( 1 R & (R´x) = (R´y) ⇒  x = y ) ¡

45 + ∀ R∀ x∀ y ( f R & (R`x) = (R`y) ⇒  x = y ) ¡

46 + ∀ R∀ x ( f R & (RD)[x] ⇒  ((R*)`x) = (R´x) ) ¡

47 + ∀ R∀ y ( 1 R & (RI)[y] ⇒  ((R*)´y) = (R`y) ) ¡
!CHAPTER 10 COMPOSITION¡

1 D  ° ; (R ° S) ; ; {a,b : ∃ z(R[a,z] & S[z,b])} ¡

2 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( (R ° S)[x,y] ⇔ ∃ z(R[x,z] & S[z,y]) ) ¡

3 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( (R ° S)[x,y] ⇒  ∃ z(R[x,z] & S[z,y]) ) ¡

4 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( ∃ z(R[x,z] & S[z,y]) ⇒  (R ° S)[x,y] ) ¡

5 + ∀ R∀ S∀ x∀ y∀ z ( R[x,z] & S[z,y] ⇒  (R ° S)[x,y] ) ¡

6 + ∀ R∀ S∀ T∀ U ( R : T & S : U ⇒  (R ° S) : (T ° U) ) ¡

7 + ∀ R∀ S∀ T∀ U ( R … T & S … U ⇒  (R ° S) … (T ° U) ) ¡

8 + ∀ R∀ S∀ T ( S … T ⇒  (R ° S) … (R ° T) ) ¡

9 + ∀ R∀ S∀ T ( S … T ⇒  (S ° R) … (T ° R) ) ¡

10 + ∀ R∀ S∀ T (R ° (S ° T)) … ((R ° S) ° T) ¡

11 + ∀ R∀ S ((R ° S)*) … ((S*) ° (R*)) ¡

12 + ∀ R∀ S ((S*) ° (R*)) … ((R ° S)*) ¡

13 + ∀ R (R ° Φ) … Φ ¡

14 + ∀ R (Φ ° R) … Φ ¡

15 + ∀ R∀ S∀ x∀ y ( R[x,y] & (SD)[y] ⇒  ((R ° S)D)[x] ) ¡

16 + ∀ R∀ S ((R ° S)I) ≡ (((S*) ° (R*))D) ¡

17 + ∀ R∀ S ((R ° S)D) ⊆  (RD) ¡

18 + ∀ R∀ S ( (RI) ⊆  (SD) ⇒  ((R ° S)D) ≡ (RD) ) ¡

19 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( (RD) ≡ A  & (SD) ≡ B & (RI) ⊆  B 
              ⇒  ((R ° S)D) ≡ A ) ¡

20 + ∀ R∀ S∀ A ((R ° S)  A) … ((R  A) ° S) ¡

21 + ∀ R∀ S∀ A ((R ° S)  A) … (R ° (S  A)) ¡

22 + ∀ R∀ S ( f R & f S ⇒  f (R ° S) ) ¡

23 + ∀ R∀ S∀ x ( f S & (SD)[(R´x)] ⇒  ((R ° S)´x) = (S´(R´x)) ) ¡

24 + ∀ R∀ S∀ A∀ B ( R F A  & S F B & (RI) ⊆  B ⇒  (R ° S) F A ) ¡

25 + ∀ R∀ S∀ B∀ C ( R 1 B  & S 1 C & (SD) ⊆  B ⇒  (R ° S) 1 C ) ¡

26 + ∀ R∀ S∀ A∀ B∀ C ( R F A & R 1 B & S F B & S 1 C 
                   ⇒  (R ° S) F A & (R ° S) 1 C ) ¡

!CHAPTER 11 IDENTITY PREDICATES¡
1 D  E  ;  E ; ; {a,b : a = b} ¡  
2 + ∀ x∀ y ( E[x,y] ⇔ x = y ) ¡

3 + ∀ x∀ y ( E[x,y] ⇒  x = y ) ¡

                       



4 + ∀ x∀ y ( x = y ⇒  E[x,y] ) ¡

5 + ∀ x E[x,x] ¡

6 + ∀ x∀ y ( E[x,y] ⇒  E[y,x] ) ¡

7 + E … (E*) ¡
8 + (E*) … E ¡
9 + (ED) ≡ U ¡

10 + f E ¡

11 + E F U ¡
12 + ∀ A (E  A) … (E  A) ¡

13 + ∀ A ((E  A)*) … (E  A) ¡

14 + ∀ R (E ° R) … R ¡

15 + ∀ R (R ° E) … R ¡

16 D  I  ;  (IA) ; ; (E  A) ¡

17 + ∀ A∀ x∀ y ( (IA)[x,y] ⇔ x = y & A[x] ) ¡

18 + ∀ x∀ y ( (IA)[x,y] ⇒  x = y & A[x] ) ¡

19 + ∀ x∀ y ( x = y & A[x] ⇒  (IA)[x,y] ) ¡

20 + ∀ A∀ x∀ y ( (IA)[x,y] ⇒  x = y ) ¡

21 + ∀ A∀ B ( A ⊆  B ⇒  (IA) : (IB) ) ¡

22 + ∀ A∀ B ( A ≡ B ⇒  (IA) … (IB) ) ¡

23 + ∀ A ((IA)*) … (IA) ¡

24 + ∀ A ((IA)D) ≡ A ¡

25 + ∀ A f (IA) ¡

26 + ∀ A (IA) F A ¡

27 + ∀ A (IA) 1 A ¡

28 + ∀ R∀ A ( (RD) ⊆  A ⇒  ((IA) ° R) … R ) ¡

29 + ∀ R∀ S∀ A ( (R*) … S & (RD) ≡ A & 1 R ⇒  (R ° S) … (IA) ) ¡

30 + ∀ R∀ S∀ A ( R … (S*) & (RD) ≡ A & 1 R ⇒  (R ° S) … (IA) ) ¡

31 + ∀ R∀ S∀ A ( (R*) … S & (RI) ≡ A & f R ⇒  (S ° R) … (IA) ) ¡

32 + ∀ R∀ S∀ A ( R … (S*) & (RI) ≡ A & f R ⇒  (S ° R) … (IA) ) ¡

33 + ∀ R∀ S∀ T ( R … (S*) & (TD) ⊆  (RD) & 1 R
               ⇒  ((R ° S) ° T) … T ) ¡

34 + ∀ R∀ S∀ T ( T … (S*) & (RI) ⊆  (TI) & f T
               ⇒  (R ° (S ° T)) … R ) ¡

35 + ∀ R∀ S∀ T ( R … (S*) & (TD) ⊆  (RD) & 1 R
               ⇒  (R ° (S ° T)) … T ) ¡

36 + ∀ R∀ S∀ T ( T … (S*) & (RI) ⊆  (TI) & f T
               ⇒  ((R ° S) ° T) … R ) ¡

!CHAPTER 12 PAIRING PREDICATES¡
1 D  Â  ;  (a Â b) ; ; {a,b : a = a & b = b} ¡  
2 + ∀ a∀ b∀ x∀ y ( (a Â b)[x,y] ⇔ x = a & y = b ) ¡

3 + ∀ a∀ b∀ x∀ y ( (a Â b)[x,y] ⇒  x = a & y = b ) ¡

4 + ∀ a∀ b∀ x∀ y ( x = a & y = b ⇒  (a Â b)[x,y] ) ¡

5 + ∀ a∀ b (a Â b)[a,b] ¡

6 + ∀ a∀ b∀ x∀ y ( ¬ (a Â b)[x,y] ⇒  ¬ x = a ∨  ¬ y = b ) ¡

7 + ∀ R∀ a∀ b ( R[a,b] ⇒  (a Â b) : R ) ¡

                       



8 + ∀ R∀ a∀ b ( (a Â b) : R ⇒  R[a,b] ) ¡

9 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( a = c & b = d ⇒  (a Â b) : (c Â d) ) ¡

10 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( (a Â b) … (c Â d) ⇒  a = c & b = d ) ¡

11 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( a = c & b = d ⇒  (a Â b) … (c Â d) ) ¡

12 + ∀ R∀ a∀ b ( R[a,b] & ∀ x∀ y(R[x,y] ⇒  x = a & y = b) 

              ⇒  R … (a Â b) ) ¡

13 + ∀ R∀ a∀ b (R Ú (a Â b))[a,b] ¡

14 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ( S … (R Ú (a Â b))
                 ⇒  ∀ x∀ y ( S[x,y] ⇔ R[x,y] ∨  (x = a & y = b) ) )

¡
15 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ( ∀ x∀ y ( S[x,y] ⇔ R[x,y] ∨  (x = a & y = b) )
              ⇒  S … (R Ú (a Â b)) ) ¡

16 + ∀ R∀ a∀ b {x,y : R[x,y] ∨  (x = a & y = b)} … (R Ú (a Â b)) ¡

17 + ∀ a∀ b ((a Â b)*) … (b Â a) ¡

18 + ∀ a∀ b ((a Â b)D) ≡ (a•) ¡

19 + ∀ a∀ b ((a Â b)I) ≡ (b•) ¡

20 + ∀ R∀ S∀ a∀ b∀ x ( ¬ (RI)[a] & S … (R Ú (x Â b)) & ¬ a = b 
                   ⇒  ¬ (SI)[a] ) ¡

21 + ∀ a∀ b f (a Â b) ¡

22 + ∀ a∀ b (a Â b) F (a•) ¡

23 + ∀ R∀ a ( R F (a•) ⇒  ∃ b R … (a Â b) ) ¡

24 + ∀ a∀ b ((a Â b)´a) = b ¡

25 + ∀ a∀ b 1 (a Â b) ¡

26 + ∀ a∀ b (a Â b) 1 (b•) ¡
!CHAPTER 13 CORRESPONDENCES¡

1 S ~ ; A ~ B ; ∃ R ( R F A & R 1 B ) ¡

2 + ∀ A∀ B ( A ≡ B ⇒  A ~ B ) ¡

3 + ∀ A A ~ A ¡

4 + ∀ A∀ B ( A ~ B ⇒  B ~ A ) ¡

5 + ∀ A∀ B∀ C ( A ~ B & B ~ C ⇒  A ~ C ) ¡

6 + ∀ A∀ B∀ C ( A ~ B & B ~ C ⇒  C ~ A ) ¡

7 + ∀ A∀ B∀ C ( A ~ B & C ~ B ⇒  A ~ C ) ¡

8 + ∀ A∀ B∀ C ( A ~ B & A ~ C ⇒  B ~ C ) ¡

9 + ∀ A∀ B∀ C ( A ~ B & A ≡ C ⇒  C ~ B ) ¡

10 + ∀ A∀ B∀ C ( A ~ B & C ≡ A ⇒  C ~ B ) ¡

11 + ∀ A∀ B∀ C ( A ~ B & B ≡ C ⇒  A ~ C ) ¡

12 + ∀ A∀ B∀ C ( A ~ B & C ≡ B ⇒  A ~ C ) ¡

13 + ∀ A∀ B∀ C∀ D ( A ~ B & A ≡ C & B ≡ D ⇒  C ~ D ) ¡

14 + ∀ A∀ B∀ C∀ D ( A ~ B & C ≡ A & D ≡ B ⇒  C ~ D ) ¡

15 + ∀ A∀ B∀ C∀ D ( A ~ B & C ~ D & (A ∩ C) ≡ φ & (B ∩ D) ≡ φ 
                 ⇒  (A ∪  C) ~ (B ∪  D) ) ¡

16 + ∀ R∀ A ( A ⊆  (RD) & f R & 1 R ⇒  A ~ ((R  A)I) ) ¡

17 + ∀ A∀ B∀ C ( (A ∪  B) ~ C & (A ∩ B) ≡ φ 
               ⇒  ∃ D∃ E ( (D ∪  E) ≡ C & (D ∩ E) ≡ φ & A ~ D 
                         & B ~ E ) ) ¡
18 + ∀ A ( A ~ φ ⇒  A ≡ φ ) ¡

19 + ∀ A ( φ ~ A ⇒  A ≡ φ ) ¡

                       



20 + ∀ A ( A ~ φ ⇔ A ≡ φ ) ¡

21 + ∀ A∀ B ( A ~ B & A ≡ φ ⇒  B ≡ φ ) ¡

22 + ∀ A∀ B ( A ~ B & B ≡ φ ⇒  A ≡ φ ) ¡

23 + ∀ A∀ B ( A ~ B & ¬ A ≡ φ ⇒  ¬ B ≡ φ ) ¡

24 + ∀ A∀ B ( A ~ B & ¬ B ≡ φ ⇒  ¬ A ≡ φ ) ¡

25 + ∀ A∀ B ( A ~ B & ∃ x A[x] ⇒  ∃ x B[x] ) ¡

26 + ∀ a∀ b (a•) ~ (b•) ¡

27 + ∀ A∀ b ( (b•) ~ A ⇒  ∃ a A ≡ (a•) ) ¡

28 + ∀ A∀ b ( A ~ (b•) ⇒  ∃ a A ≡ (a•) ) ¡

29 + ∀ A∀ B∀ a∀ b ( A ~ B & ¬ A[a] & ¬ B[b] 
                 ⇒  (A ∪  (a•)) ~ (B ∪  (b•)) ) ¡

30 + ∀ A∀ a∀ b ( ¬ A[a] & ¬ A[b] ⇒  (A ∪  (a•)) ~ (A ∪  (b•)) ) ¡

31 + ∀ A∀ B∀ a∀ b ( (A \ (a•)) ~ (B \ (b•)) & A[a] & B[b] ⇒  A ~ B )

¡
32 + ∀ A∀ a∀ b ( A[a] & A[b] ⇒  (A \ (a•)) ~ (A \ (b•)) ) ¡

33 + ∀ A∀ B∀ a ( A ~ B & A[a] 
               ⇒  ∃ b ( B[b] & (A \ (a•)) ~ (B \ (b•)) ) ) ¡

34 + ∀ A∀ B∀ a∀ b ( A ~ B & A[a] & B[b] ⇒  (A \ (a•)) ~ (B \ (b•)) )
¡

35 + ∀ A∀ B∀ a∀ b ( (A ∪  (a•)) ~ (B ∪  (b•)) & ¬ A[a] & ¬ B[b] 
                 ⇒  A ~ B ) ¡

36 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S∀ a∀ b 
     ( R[a] & R ⊆  P & S[b] & S ⊆  Q 
       & (P \ (R \ (a•))) ~ (Q \ (S \ (b•)))
       ⇒  (P \ R) ~  (Q \ S) ) ¡

!CHAPTER 14 PAIR REMOVAL¡
1 D  ι  ;  (R ι a b) ; ; {a,b : R[a,b] & (¬ a = a ∨  ¬ b = b) }

¡  
2 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( (R ι a b)[x,y] 
                   ⇔ R[x,y] & (¬ x = a ∨  ¬ y = b) ) ¡

3 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( (R ι a b)[x,y] 
                   ⇒  R[x,y] & (¬ x = a ∨  ¬ y = b) ) ¡

4 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( R[x,y] & (¬ x = a ∨  ¬ y = b) 
                  ⇒  (R ι a b)[x,y] ) ¡

5 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( (R ι a b)[x,y] ⇒  R[x,y] ) ¡

6 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( R[x,y] & ¬ x = a ⇒  (R ι a b)[x,y] ) ¡

7 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( R[x,y] & ¬ y = b ⇒  (R ι a b)[x,y] ) ¡

8 + ∀ R∀ a∀ b ¬ (R ι a b)[a,b] ¡

9 + ∀ R∀ a∀ b (R ι a b) : R ¡

10 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ( R : S ⇒  (R ι a b) : (S ι a b) ) ¡

11 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ( R … S ⇒  (R ι a b) … (S ι a b) ) ¡

12 + ∀ R∀ a∀ b ( R[a,b] ⇒  R … ((R ι a b) Ú (a Â b)) ) ¡

13 + ∀ R∀ u∀ a ( 1 R & R[u,a] ⇒  ¬ ((R ι u a)I)[a] ) ¡

14 + ∀ R∀ u∀ a ( ¬ ((R ι u a)I)[a] ⇒  ((R ι u a)I) ≡ ((RI) \ (a•)) )
¡

15 + ∀ R∀ u∀ a ( 1 R & R[u,a] ⇒  ((R ι u a)I) ≡ ((RI) \ (a•)) ) ¡

16 + ∀ R∀ S∀ u∀ v∀ a ( 1 R & 1 S & R[u,a] & S[v,a] & (RI) ≡ (SI) 
                    ⇒  ((R ι u a)I) ≡ ((S ι v a)I) ) ¡

                       



!CHAPTER 15 SWITCHINGS¡
1 D  α  ;  (R α a b) ; ;
           { a,b : (¬ b = a & ¬ b = b & R[a,b])
                   ∨  (R[a,a] & b = b)
                   ∨  (R[a,b] & b = a) } ¡

2 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( (R α a b)[x,y] ⇔ (¬ y = a & ¬ y = b & R[x,y])
                                    ∨  (R[x,a] & y = b)
                                    ∨  (R[x,b] & y = a) ) ¡

3 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( (R α a b)[x,y] ⇒  (¬ y = a & ¬ y = b & R[x,y])
                                    ∨  (R[x,a] & y = b)
                                    ∨  (R[x,b] & y = a) ) ¡

4 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( (¬ y = a & ¬ y = b & R[x,y])
                  ∨  (R[x,a] & y = b)
                  ∨  (R[x,b] & y = a)
                  ⇒  (R α a b)[x,y] ) ¡

5 + ∀ R∀ a∀ b (R α a b) : (R α b a) ¡

6 + ∀ R∀ a∀ b (R α a b) … (R α b a) ¡

7 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( ¬ y = a & ¬ y = b & R[x,y] ⇒  (R α a b)[x,y] )
¡

8 + ∀ R∀ a∀ b∀ x ( R[x,a] ⇒  (R α a b)[x,b] ) ¡

9 + ∀ R∀ a∀ b∀ x ( R[x,b] ⇒  (R α a b)[x,a] ) ¡

10 + ∀ R∀ a∀ b∀ x∀ y ( ¬ y = a & ¬ y = b & (R α a b)[x,y] 
      ⇒  R[x,y] ) ¡

11 + ∀ R∀ a∀ b∀ x ( (R α a b)[x,a] ⇒  R[x,b] ) ¡

12 + ∀ R∀ a∀ b∀ x ( (R α a b)[x,b] ⇒  R[x,a] ) ¡

13 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ( R : S ⇒  (R α a b) : (S α a b) ) ¡

14 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ( R … S ⇒  (R α a b) … (S α a b) ) ¡

15 + ∀ R∀ a∀ b ((R α a b) α a b) : R ¡

16 + ∀ R∀ a∀ b R : ((R α a b) α a b) ¡

17 + ∀ R∀ a∀ b ((R α a b) α a b) … R ¡

18 + ∀ R∀ a∀ b ((R α a b) α b a) … R ¡

19 + ∀ R∀ a∀ b R : ((R α a b) α b a) ¡

20 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ( R : (S α a b) ⇒  (R α a b) : S ) ¡

21 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ( (R α a b) : S ⇒  R : (S α a b) ) ¡

22 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ( (R α a b) … S ⇒  (S α a b) … R ) ¡

23 + ∀ R∀ a∀ b ( R : (R α a b) ⇒  (R α a b) … R ) ¡

24 + ∀ R∀ a R : (R α a a) ¡

25 + ∀ R∀ a (R α a a) … R ¡

26 + ∀ R∀ S∀ a∀ b∀ x ( ((R Ú S) α a b)[x,a] 
                    ⇔ ((R α a b) Ú (S α a b))[x,a] ) ¡

27 + ∀ R∀ S∀ a∀ b∀ x ( ((R Ú S) α a b)[x,b] 
                    ⇔ ((R α a b) Ú (S α a b))[x,b] ) ¡

28 + ∀ R∀ S∀ a∀ b ((R Ú S) α a b) … ((R α a b) Ú (S α a b)) ¡

29 + ∀ R∀ S∀ T∀ U∀ V∀ a∀ b ( R … (S Ú T) & (S α a b) … U 
                        & (T α a b) … V 
                        ⇒  (R α a b) … (U Ú V) ) ¡

30 + ∀ a∀ b (Φ α a b) … Φ ¡

31 + ∀ R∀ a∀ b∀ y ( ¬ y = a & ¬ y = b & ((R α a b)I)[y] ⇒  (RI)[y] )
                       



¡
32 + ∀ R∀ a∀ b ( ((R α a b)I)[a] ⇒  (RI)[b] ) ¡

33 + ∀ R∀ a∀ b ( ((R α a b)I)[b] ⇒  (RI)[a] ) ¡

34 + ∀ R∀ a∀ b∀ y ( ¬ y = a & ¬ y = b & ¬ (RI)[y]
                 ⇒  ¬ ((R α a b)I)[y] ) ¡

35 + ∀ R∀ a∀ b ( ¬ (RI)[a] ⇒  ¬ ((R α a b)I)[b] ) ¡

36 + ∀ R∀ a∀ b ( ¬ (RI)[b] ⇒  ¬ ((R α a b)I)[a] ) ¡

37 + ∀ R∀ u∀ v∀ a∀ b ( R[u,a] & R[v,b] ⇒  ((R α a b)I) ≡ (RI) ) ¡

38 + ∀ a∀ b∀ u (u Â a) : ((u Â b) α a b) ¡

39 + ∀ a∀ b∀ u ((u Â b) α a b) : (u Â a) ¡

40 + ∀ a∀ b∀ u ((u Â b) α a b) … (u Â a) ¡

41 + ∀ a∀ b∀ u ((u Â a) α a b) … (u Â b) ¡

42 + ∀ a∀ b∀ u∀ v ( ¬ v = a & ¬ v = b 
                 ⇒  (u Â v) : ((u Â v) α a b) ) ¡

43 + ∀ a∀ b∀ u∀ v ( ¬ v = a & ¬ v = b 
                 ⇒  ((u Â v) α a b) … (u Â v) ) ¡

44 + ∀ R∀ a∀ b∀ u ((R α a b) ι u a) : ((R ι u b) α a b) ¡

45 + ∀ R∀ a∀ b∀ u ((R ι u b) α a b) … ((R α a b) ι u a) ¡
!CHAPTER 16 SIMPLE CARTESIAN PRODUCTS¡

1 D  Χ  ;  (a Χ B) ; ; {a,b : a = a & B[b]} ¡  

2 + ∀ a∀ B∀ x∀ y ( (a Χ B)[x,y] ⇔ x = a & B[y] ) ¡

3 + ∀ a∀ B∀ x∀ y ( (a Χ B)[x,y] ⇒  x = a & B[y] ) ¡

4 + ∀ a∀ B∀ x∀ y ( (a Χ B)[x,y] ⇒  x = a ) ¡

5 + ∀ a∀ B∀ x∀ y ( (a Χ B)[x,y] ⇒  B[y] ) ¡

6 + ∀ a∀ B∀ b ( B[b] ⇒  (a Χ B)[a,b] ) ¡

7 + ∀ a∀ B∀ b ( (a Χ B)[a,b] ⇔ B[b] ) ¡

8 + ∀ a∀ b∀ A∀ B ( a = b & A ≡ B ⇒  (a Χ A) : (b Χ B) ) ¡

9 + ∀ a∀ b∀ A∀ B ( a = b & A ≡ B ⇒  (a Χ A) … (b Χ B) ) ¡

10 + ∀ a∀ b∀ A∀ B ( (a Χ A) … (b Χ B) ⇒  A ⊆  B ) ¡

11 + ∀ a∀ b∀ A∀ B ( (a Χ A) … (b Χ B) ⇒  A ≡ B ) ¡

12 + ∀ a∀ B ( B ≡ φ ⇒  (a Χ B) … Φ ) ¡

13 + ∀ a (a Χ φ) … Φ ¡

14 + ∀ a∀ b (a Χ φ) … (b Χ φ) ¡

15 + ∀ a∀ b∀ A∀ B ( ¬ A ≡ φ & (a Χ A) … (b Χ B) ⇒  a = b ) ¡

16 + ∀ a∀ b∀ A∀ B ( ¬ A ≡ φ 
                 ⇒  (a = b & A ≡ B ⇔ (a Χ A) … (b Χ B)) ) ¡

17 + ∀ a∀ B ((a Χ B)D) ⊆  (a•) ¡

18 + ∀ a∀ B ( B ≡ φ ⇒  ((a Χ B)D) ≡ φ ) ¡

19 + ∀ a∀ B ( ¬ B ≡ φ ⇒  ((a Χ B)D) ≡ (a•) ) ¡

20 + ∀ a∀ B∀ R∀ P ( (RD) ⊆  P ⇒  ((R Ú (a Χ B))D) ⊆  (P ∪  (a•)) ) ¡
21 + ∀ a∀ B ((a Χ B)I) … B ¡

22 + ∀ a∀ B∀ R ( R … (a Χ B) ⇒  (RI) ≡ B ) ¡

23 + ∀ a∀ B∀ R ((R Ú (a Χ B))I) ≡ ((RI) ∪  B) ¡

24 + ∀ a∀ B ((a Χ B)  (a•)) … (a Χ B) ¡

25 + ∀ a∀ x∀ B ( ¬ x = a ⇒  ((a Χ B)  (x•)) … Φ ) ¡

26 + ∀ a∀ B∀ R ( ¬ (RD)[a] ⇒  ((R Ú (a Χ B))  (a•)) … (a Χ B) )

                       



¡

27 + ∀ a∀ x∀ B∀ R ( ¬ x = a 
                 ⇒  ((R Ú (a Χ B))  (x•)) … (R  (x•)) ) ¡

28 + ∀ a∀ B 1 (a Χ B) ¡

29 + ∀ a∀ B (a Χ B) 1 B ¡

30 + ∀ a∀ A∀ B∀ R ( R 1 A & (A ∩ B) ≡ φ 
                 ⇒  (R Ú (a Χ B)) 1 (A ∪  B) ) ¡

31 + ∀ a∀ B∀ R ( 1 R & ((RI) ∩ B) ≡ φ ⇒  1 (R Ú (a Χ B)) ) ¡
!CHAPTER 17  PROJECTIONS OF TRIADIC PREDICATES¡
1 D ◊ ;  (T ◊ c) ; ; {a,b : T[a,c,b]} ¡
2 + ∀ T∀ c∀ x∀ y ( (T ◊ c)[x,y] ⇔ T[x,c,y] ) ¡

3 + ∀ T∀ c∀ x∀ y ( (T ◊ c)[x,y] ⇒  T[x,c,y] ) ¡

4 + ∀ T∀ c∀ x∀ y ( T[x,c,y] ⇒  (T ◊ c)[x,y] ) ¡

5 + ∀ T∀ c∀ x∀ y ( ((T ◊ c)*)[x,y] ⇔ T[y,c,x] ) ¡

SECTION IV:  THE NATURAL NUMBERS
!CHAPTER 1 COUNTING¡

1 + ∀ n∀ C ( c[n,C] ⇒  1 C ) ¡

2 + ∀ C ( c[0,C] ⇔ C … Φ ) ¡

3 + ∀ C ( c[0,C] ⇒  C … Φ ) ¡

4 + ∀ C ( C … Φ ⇒  c[0,C] ) ¡

5 + ∀ C ( c[0,C] ⇒  ¬ ∃ x∃ y C[x,y] ) ¡

6 + ∀ n∀ C∀ x∀ y ( c[n,C] & C[x,y] ⇒  ¬ n = 0 ) ¡

7 + ∀ n∀ C ( c[n,C] & c[0,C] ⇒  n = 0 ) ¡

8 + ∀ n∀ C∀ D ( c[n,C] & c[0,D] & (CI) ≡ (DI) ⇒  n = 0 ) ¡

9 + ∀ n∀ m∀ C∀ D∀ a ( ω[n] & σ[n,m] & ¬ (CI)[a] & D … (C Ú (m Â a))
                  ⇒  (c[n,C] ⇔ c[m,D]) ) ¡

10 + ∀ n∀ m∀ C∀ D∀ a ( ω[n] & σ[n,m] & ¬ (CI)[a] & D … (C Ú (m Â a))
                & c[n,C]
                ⇒  c[m,D] ) ¡

11 + ∀ n∀ m∀ C∀ D∀ a ( ω[n] & σ[n,m] & ¬ (CI)[a] & D … (C Ú (m Â a))
                   & c[m,D]
                   ⇒  c[n,C] ) ¡

12 + ∀ n∀ m∀ C∀ a ( ω[n] & σ[n,m] & c[m,C] & C[m,a] 

                 ⇒  c[n,(C ι m a)] & ¬ ((C ι m a)I)[a] ) ¡

13 + ∀ n∀ m∀ C∀ a ( ω[n] & σ[n,m] & c[m,C] & C[m,a] 

                 ⇒  c[n,(C ι m a)] ) ¡

14 + ∀ n∀ m∀ C ( ω[n] & σ[n,m] & c[m,C] & ¬ m = 0

              ⇒  ∃ a (C[m,a] & c[n,(C ι m a)] & ¬ ((C ι m a)I)[a]) )
¡

15 + ∀ n ( ω[n] & ¬ n = 0 ⇒  ∃ p(ω[p] & σ[p,n]) ) ¡

16 + ∀ n∀ C∀ D∀ a∀ b ( ω[n] & c[n,C] & D … (C α a b) ⇒  c[n,D] ) ¡

17 + ∀ n∀ C∀ D ( ω[n] & c[n,C] & C … D ⇒  c[n,D] ) ¡

18 + ∀ n∀ C∀ a ( ω[n] & c[n,C] & ¬ ∃ x C[x,a] 
               ⇒  ∃ m ( ω[m] & c[m,(C Ú (m Â a))] ) ) ¡

19 + ∀ n∀ k∀ C∀ D ( ω[n] & ∃ p(ω[p] & σ[p,k]) & c[n,C] & c[k,D] 

                 & (CI) ≡ (DI) ⇒  n = k ) ¡
                       



!CHAPTER 2 AN INTERMEDIATE SUPPORT¡
1 + ∀ n∀ P ( n[n,P] ⇔ ∃ C ( c[n,C] & (CI) ≡ P ) ) ¡

2 + ∀ n∀ P ( n[n,P] ⇒  ∃ C ( c[n,C] & (CI) ≡ P ) ) ¡

3 + ∀ n∀ P∀ C ( c[n,C] & (CI) ≡ P ⇒  n[n,P] ) ¡

4 + ∀ n∀ P ( n[n,P] & n[0,P] ⇒  n = 0 ) ¡

5 + ∀ n∀ k∀ P ( ω[n] & ∃ p(ω[p] & σ[p,k]) & n[n,P] & n[k,P] 
              ⇒  n = k ) ¡

6 + ∀ P ( n[0,P] ⇔ P ≡ φ ) ¡

7 + ∀ n∀ m∀ P∀ Q∀ a ( ω[n] & σ[n,m] & ¬ P[a] & Q ≡ (P ∪  (a•)) 
                  & n[n,P]
                  ⇒  n[m,Q] ) ¡

8 + ∀ n∀ m∀ P∀ Q∀ a ( ω[n] & σ[n,m] & ¬ P[a] & Q ≡ (P ∪  (a•)) 
                  & n[m,Q]
                  ⇒  n[n,P] ) ¡

9 + ∀ P∀ a∀ n ( ω[n] & n[n,P] & ¬ P[a]

              ⇒  ∃ m (ω[m] & n[m,(P ∪  (a•))]) ) ¡

10 + ∀ n∀ m∀ P ( ω[n] & ω[m] & n[n,P] & n[m,P] ⇒  n = m ) ¡

11 + ∀ n∀ m∀ P∀ a ( ω[n] & σ[n,m] & P[a] & n[m,P] 

                 ⇒  n[n,(P \ (a•))] ) ¡

12 + ∀ n∀ m∀ P∀ a ( ω[n] & σ[n,m] & ¬ P[a] & n[n,P] 

                 ⇒  n[m,(P ∪  (a•))] ) ¡

13 + ∀ n∀ P∀ Q ( n[n,P] & P ≡ Q ⇒  n[n,Q] ) ¡
!CHAPTER 3 THE NUMBER 0¡

1 + ∀ P ( n[0,P] ⇒  P ≡ φ ) ¡

2 + ∀ P ( P ≡ φ ⇒  n[0,P] ) ¡

3 + ∀ P ( n[0,P] ⇒  ∀ x ¬ P[x] ) ¡

4 + ∀ P ( ∀ x ¬ P[x] ⇒  n[0,P] ) ¡

5 + ∀ P ( n[0,P] ⇒  ¬ ∃ x P[x] ) ¡

6 + ∀ P ( ¬ ∃ x P[x] ⇒  n[0,P] ) ¡

7 + ∀ P ( ¬ P ≡ φ ⇒  ¬ n[0,P] ) ¡

8 + ∀ P ( ¬ n[0,P] ⇒  ¬ P ≡ φ ) ¡

9 + ∀ P ( ∃ x P[x] ⇒  ¬ n[0,P] ) ¡

10 + ∀ P ( ¬ n[0,P] ⇒  ∃ x P[x] ) ¡

11 + ∀ P∀ n ( n[n,P] & ¬ P ≡ φ ⇒  ¬ n = 0 ) ¡

12 + ∀ P∀ n ( n[n,P] & ∃ x P[x] ⇒  ¬ n = 0 ) ¡

13 + ∀ P ( n[0,P] ∨  ∃ x P[x] ) ¡

14 + n[0,φ] ¡

15 + ∀ P∀ Q ( n[0,P] ⇒  (P ~ Q ⇔ n[0,Q]) ) ¡

16 + ∀ P∀ n ( n[n,P] & ∀ x ¬ P[x] ⇒  n = 0 ) ¡

17 + ∀ P∀ n ( n[n,P] & ¬ n = 0 ⇒   ∃ x P[x] ) ¡

18 + ∀ P∀ Q∀ n ( n[n,P] & n[n,Q] & ∃ x P[x] ⇒  ∃ x Q[x] ) ¡
!CHAPTER 4 NUMBERS AND CORRESPONDENCES¡

1 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & n[n,P] ⇒  (P ~ Q ⇔ n[n,Q]) ) ¡

2 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & n[n,P] & P ~ Q ⇒  n[n,Q] ) ¡

3 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & n[n,P] & Q ~ P ⇒  n[n,Q] ) ¡

4 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & n[n,P] & n[n,Q] ⇒  P ~ Q ) ¡

5 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & n[n,P] & P ≡ Q ⇒  n[n,Q] ) ¡

                       



6 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & n[n,P] & Q ≡ P ⇒  n[n,Q] ) ¡

7 + ∀ n∀ m∀ P∀ Q ( ω[n] & ω[m] & n[n,P] & n[m,Q] & P ~ Q ⇒  n = m )
¡

8 + ∀ n∀ R∀ S ( ω[n] & n[n,(RD)] & R … S ⇒  n[n,(SD)] ) ¡

9 + ∀ n∀ R∀ S ( ω[n] & n[n,(RD)] & S … R ⇒  n[n,(SD)] ) ¡

10 + ∀ n∀ R∀ S ( ω[n] & n[n,(RI)] & R … S ⇒  n[n,(SI)] ) ¡

11 + ∀ n∀ R∀ S ( ω[n] & n[n,(RI)] & S … R ⇒  n[n,(SI)] ) ¡

12 + ∀ n∀ P∀ R ( ω[n] & n[n,((R  P)I)]
              ⇒  n[n,{y : ∃ z(R[z,y] & P[z])}] ) ¡

13 + ∀ n∀ R∀ x ( ω[n] & n[n,((R  (x•))I)] ⇒  n[n,{y : R[x,y]}] )
¡

14 + ∀ n∀ m∀ k∀ A∀ B∀ C
     ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & n[n,A] & n[m,B] & n[k,(A ∪  B)] 
       & n[k,C] & (A ∩ B) ≡ φ
       ⇒  ∃ Q∃ R (n[n,Q] & n[m,R] & (Q ∪  R) ≡ C & (Q ∩ R) ≡ φ) )

¡
15 + ∀ n∀ P∀ a∀ b ( ω[n] & n[n,(P ∪  (a•))] & ¬ P[a] & ¬ P[b]
                 ⇒  n[n,(P ∪  (b•))] ) ¡

16 + ∀ n∀ P∀ a ( ω[n] & n[n,P] ⇒  ∃ m (ω[m] & n[m,(P ∪  (a•))]) )¡
17 + ∀ n∀ k∀ P∀ Q∀ R∀ S ( ω[n] & n[n,R] & P ~ Q & R ~ S & R ⊆  P 
                      & S ⊆  Q 
                      ⇒  (P \ R) ~ (Q \ S) ) ) ¡

18 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & n[n,P] & n[n,Q] & P ⊆  Q ⇒  P ≡ Q ) ¡
!CHAPTER 5 FINITE PREDICATES¡

1 S ƒ ; ƒ P ; ∃ n ( ω[n] & n[n,P] ) ¡

2 + ∀ n∀ P ( ω[n] & n[n,P] ⇒  ƒ P ) ¡

3 + ∀ P∀ Q ( ƒ P & P ~ Q ⇒  ƒ Q ) ¡

4 + ∀ P∀ Q ( ƒ P & Q ~ P ⇒  ƒ Q ) ¡

5 + ∀ P∀ Q ( ƒ P & P ≡ Q ⇒  ƒ Q ) ¡

6 + ∀ P∀ Q ( ƒ P & Q ≡ P ⇒  ƒ Q ) ¡

7 + ƒ φ ¡

8 + ∀ P ( P ≡ φ ⇒  ƒ P ) ¡

9 + ∀ P ( ¬ ∃ x P[x] ⇒  ƒ P ) ¡

10 + ∀ P∀ Q∀ R∀ S ( ƒ R & P ~ Q & R ~ S & R ⊆  P & S ⊆  Q  
                 ⇒  (P \ R) ~ (Q \ S) ) ¡

11 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & n[n,P] & Q ⊆  P ⇒  ƒ Q ) ¡

12 + ∀ P∀ Q ( ƒ P & Q ⊆  P ⇒  ƒ Q ) ¡

13 + ∀ P∀ Q ( ƒ (P ∪  Q) ⇒  ƒ P ) ¡

14 + ∀ P∀ Q ( ƒ (P ∪  Q) ⇒  ƒ Q ) ¡

15 + ∀ P∀ Q ( ƒ (P ∪  Q) ⇒  ƒ P & ƒ Q ) ¡

16 + ∀ P∀ a( ƒ P ⇒  ƒ (P ∪  (a•)) ) ¡

17 + ∀ a ƒ (a•) ¡

18 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & n[n,Q] & ƒ P ⇒  ƒ (P ∪  Q) ) ¡

19 + ∀ P∀ Q∀ m∀ k ( ω[m] & ω[k] & n[m,P] & n[k,Q] 

                ⇒  ∃ n (ω[n] & n[n,(P ∪  Q)]) ) ¡

20 + ∀ P∀ Q ( ƒ P & ƒ Q ⇒  ƒ (P ∪  Q) ) ¡

21 + ∀ P∀ Q∀ R ( ƒ P & ƒ Q & (P ∪  Q) ≡ R ⇒  ƒ R ) ¡

                       



22 + ∀ P∀ Q∀ R ( ƒ P & ƒ Q & R ≡ (P ∪  Q) ⇒  ƒ R ) ¡

23 + ∀ a∀ b ƒ (a b ‡) ¡

24 + ∀ a∀ b∀ c ƒ (a b c £) ¡

25 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ƒ (a b c d ¢) ¡

26 + ∀ P ( P ⊆  ω & ¬ P ≡ φ & ƒ P  
          ⇒  ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) ) ¡

!CHAPTER 6 INFINITE PREDICATES¡
1 S “ ; “ P ; ¬ ƒ P ¡
2 + ∀ P ( ƒ P ⇒  ¬ “ P ) ¡

3 + ∀ P ( ¬ “ P ⇒  ƒ P ) ¡

4 + ∀ n∀ P ( “ P ⇒  ¬ (ω[n] & n[n,P]) ) ¡

5 + ∀ P ( ¬ ∃ n ( ω[n] & n[n,P] ) ⇒  “ P ) ¡

6 + ∀ P∀ Q ( “ P & P ~ Q ⇒  “ Q ) ¡

7 + ∀ P∀ Q ( “ P & Q ~ P ⇒  “ Q ) ¡

8 + ∀ P∀ Q ( “ P & P ≡ Q ⇒  “ Q ) ¡

9 + ∀ P∀ Q ( “ P & Q ≡ P ⇒  “ Q ) ¡

10 + ∀ P ( “ P ⇒  ∃ x P[x] ) ¡

11 + ∀ P∀ Q ( “ Q & Q ⊆  P ⇒  “ P ) ¡

12 + ∀ P∀ Q ( “ P & ƒ Q ⇒  “ (P \ Q) ) ¡

13 + ∀ P∀ a ( “ P ⇒  “ (P \ (a•)) ) ¡

14 + ∀ P∀ Q ( “ P & ƒ Q ⇒  ∃ x (P \ Q)[x] ) ¡

15 + ∀ n∀ P ( ω[n] & “ P ⇒  ∃ Q (n[n,Q] & Q ⊆  P) ) ¡

16 + ∀ n∀ P∀ Q ( ω[n] & “ P & ƒ Q 
               ⇒  ∃ R (n[n,R] & R ⊆  P & (Q ∩ R) ≡ φ) ) ¡

17 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ∃ P∃ a (n[n,P] & ¬ P[a]) ) ⇒  “ U ¡
!CHAPTER 7 AN INFINITY OF THINGS¡

1 S h ; h P ; ∀ Q ( P[Q] ⇒  Q ⊂  P ) ¡

2 + ∀ P ( h P ⇒  ¬ P[P] ) ¡

3 + h φ ¡

4 + ∀ P ( h P ⇒  ¬ P ≡ (P ∪  (P•)) ) ¡

5 + ∀ P ( h P ⇒  h (P ∪  (P•)) ) ¡

6 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ∃ B (h B & n[n,B]) ) ¡

7 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ∃ P∃ a (n[n,P] & ¬ P[a]) ) ¡

8 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ∃ P n[n,P] ) ¡

9 + ∀ n ( ω[n] & ¬ n = 0 ⇒  ∃ P∃ a (n[n,P] & P[a]) ) ¡

10 + “ U ¡
11 + ∀ P ( ƒ P ⇒  “ (U \ P) ) ¡

12 + ∀ P ( ƒ P ⇒  ∃ x ¬ P[x] ) ¡

13 + ∀ P∀ n ( ω[n] & n[n,P] ⇒  ∃ x ¬ P[x] ) ¡

14 + ∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m]
            ⇒  ∃ P∃ a (n[n,P] & ¬ P[a] & n[m,(P ∪  (a•))]) ) ¡

15 + ∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m] ⇒  ∃ P∃ a n[m,(P ∪  (a•))] ) ¡

16 + ∀ n∀ m∀ P ( ω[n] & n[n,P] & σ[n,m] 
              ⇒  ∃ a (¬ P[a] & n[m,(P ∪  (a•))]) ) ¡

17 + ∀ n∀ P ( ω[n] & ƒ P ⇒  ∃ Q (n[n,Q] & (P ∩ Q) ≡ φ) ) ¡

18 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] 
            ⇒  ∃ P∃ Q (n[n,P] & n[m,Q] & (P ∩ Q) ≡ φ) ) ¡

                       



19 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ∀ P∃ Q ( n[n,Q] & (P ⊆  Q ∨  Q ⊆  P) ) ) ¡

20 + ∀ n∀ P ( ω[n] ⇒  ∃ Q ( n[n,Q] & (P ⊆  Q ∨  Q ⊆  P) ) ) ¡

21 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] 
          ⇒  ∃ P∃ Q ( n[n,P] & n[m,Q] & (P ⊆  Q ∨  Q ⊆  P) ) ) ¡

!CHAPTER 8 SUCCESSORS¡
1 + ∀ n∀ m∀ P∀ a ( ω[n] & ω[m] & n[n,P] & n[m,(P ∪  (a•))] & ¬ P[a] 
                ⇒  σ[n,m] ) ¡

2 + ∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m] ⇒  ω[m] ) ¡

3 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ∃ m σ[n,m] ) ¡

4 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & σ[n,m] & σ[n,k] ⇒  m = k ) ¡

5 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[k] & σ[n,m] & σ[k,m] ⇒  n = k ) ¡

6 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ¬ σ[n,0] ) ¡

7 + ∀ x ( ∃ y (σ  ω)[x,y] ⇔ ω[x] ) ¡

8 + ((σ  ω)D) ≡ ω ¡

9 + ∀ x∀ y∀ z ( (σ  ω)[x,y] & (σ  ω)[x,z] ⇒  y = z ) ¡

10 + f (σ  ω) ¡

11 + ∀ n ( ω[n] ⇒  f (σ  ω) & ((σ  ω)D)[n] ) ¡

12 D  ' ; (n') ; ω[n] ; ((σ  ω)´n) ¡! (DD Prop) ¡

13 + ∀ n ( ω[n] ⇒  σ[n,(n')] ) ¡

14 + ∀ n∀ m ( (n') = m ⇒  ω[n] & σ[n,m] ) ¡

15 + ∀ n∀ m ( m = (n') ⇒  ω[n] & σ[n,m] ) ¡

16 + ∀ n∀ m ( (n') = m ⇒  σ[n,m] ) ¡

17 + ∀ n∀ m ( m = (n') ⇒  σ[n,m] ) ¡

18 + ∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m] ⇒  (n') = m ) ¡

19 + ∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m] ⇒  m = (n') ) ¡

20 + ∀ n∀ m ( (n') = m ⇔ (σ  ω)[n,m] ) ¡

21 + ∀ n∀ m∀ P∀ a ( ω[n] & ω[m] & n[n,P] & n[m,(P ∪  (a•))] & ¬ P[a] 
                 ⇒  (n') = m ) ¡

22 + ∀ n∀ P∀ a ( ω[n] & n[n,P] & ¬ P[a] ⇒  n[(n'),(P ∪  (a•))] ) ¡
23 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ∃ P∃ a (n[n,P] & ¬ P[a] & n[(n'),(P ∪  (a•))]) )

¡
24 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ∃ P∃ a n[(n'),(P ∪  (a•))] ) ¡

25 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ω[(n')] ) ¡

26 + ∀ n∀ m ( (n') = m ⇒  ω[m] ) ¡

27 + ∀ n∀ m ( m = (n') ⇒  ω[m] ) ¡

28 + ∀ n∀ m ( ω[n] & n = m ⇒  (n') = (m') ) ¡

29 + ∀ n∀ m ( ¬ ω[n] & n = m ⇒  ¬ (n') = (m') ) ¡

30 + ∀ n∀ m ( ω[n] & n = m ⇒  (m') = (n') ) ¡

31 + ∀ n∀ m ( (n') = (m') ⇒  n = m ) ¡

32 + ∀ n ¬ (n') = 0 ¡

33 + ¬ ∃ n (n') = 0 ¡

34 + ∀ n ( ω[n] & ¬ n = 0 ⇒  ∃ m (m') = n ) ¡

35 + ∀ n ¬ (n') = n ¡

36 + ∀ n∀ m ( (n') = m ⇒  ¬ n = m ) ¡
!CHAPTER 9 THE NUMBERS 1 AND 2¡

1 + (0') = 1 ¡
2 + ω[1] ¡

                       



3 + ∀ a n[1,(a•)] ¡

4 + n[1,(0•)] ¡
5 + ¬ 0 = 1 ¡
6 + ¬ 1 = 0 ¡
7 + ¬ (0•)[1] ¡
8 + ∀ P ( n[1,P] ⇒  ∃ a P ≡ (a•) ) ¡

9 + ∀ P ( n[1,P] ⇒  ∃ a ( P[a] & ∀ x (P[x] ⇒  x = a) ) ) ¡

10 + (1') = 2 ¡
11 + ω[2] ¡

12 + ∀ a∀ b ( ¬ a = b ⇒  n[2,(a b ‡)] ) ¡

13 + n[2,(0 1 ‡)] ¡
14 + ((0')') = 2 ¡
15 + ¬ 0 = 2 ¡
16 + ¬ 1 = 2 ¡
17 + ¬ 2 = 0 ¡
18 + ¬ 2 = 1 ¡
19 + ¬ (0 1 ‡)[2] ¡

!CHAPTER 10 THE NUMBERS 3 AND 4¡
1 + (2') = 3 ¡
2 + ω[3] ¡

3 + ∀ a∀ b∀ c ( ¬ a = b & ¬ c = a & ¬ c = b ⇒  n[3,(a b c £)] ) ¡

4 + n[3,(0 1 2 £)] ¡
5 + ((1')') = 3 ¡
6 + (((0')')') = 3 ¡
7 + ¬ 3 = 0 ¡
8 + ¬ 3 = 1 ¡
9 + ¬ 3 = 2 ¡
10 + ¬ (0 1 2 £)[3] ¡
11 + (3') = 4 ¡
12 + ω[4] ¡

13 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ¬ a = b & ¬ c = a & ¬ c = b & ¬ d = a 
                 & ¬ d = b & ¬ d = c 
                 ⇒  n[4,(a b c d ¢)] ) ¡

14 + n[4,(0 1 2 3 ¢)] ¡
15 + ((2')') = 4 ¡
16 + (((1')')') = 4 ¡
17 + ((((0')')')') = 4 ¡

!CHAPTER 11 k-UNIFORM PREDICATES¡
1 S υ ; R υk P; ω[k] & ∀ x ( P[x] ⇒  n[k,((R  (x•))I)] ) ¡

2 + ∀ R∀ P∀ k ( R υk P ⇒  ω[k] ) ¡

3 + ∀ R∀ S∀ P∀ Q∀ k ( R υk P & Q ⊆  P & R … S ⇒  S υk Q ) ¡

4 + ∀ R∀ P∀ Q∀ k ( R υk P & Q ⊆  P ⇒  R υk Q ) ¡

5 + ∀ R∀ P∀ Q∀ k ( R υk P & Q ≡ P ⇒  R υk Q ) ¡

6 + ∀ R∀ P∀ Q∀ k ( R υk P & P ≡ Q ⇒  R υk Q ) ¡

7 + ∀ R∀ S∀ P∀ k ( R υk P & R … S ⇒  S υk P ) ¡

8 + ∀ R∀ P∀ A∀ k ( R υk P & A ⊆  P ⇒  (R  A) υk A ) ¡

9 + ∀ R∀ k ( ω[k] ⇒  R υk φ ) ¡

                       



10 + ∀ P Φ υ0 P ¡

11 + ∀ R∀ P∀ k ( R … Φ & ¬ P ≡ φ & R υk P ⇒  k = 0 ) ¡

12 + ∀ B∀ a∀ k ( ω[k] & n[k,B] ⇒  (a Χ B) υk (a•) ) ¡

13 + ∀ R∀ S∀ P∀ Q∀ k ( R υk P & S υk Q & ((SD) ∩ P) ≡ φ 
                   & ((RD) ∩ Q) ≡ φ 
                   ⇒  (R Ú S) υk (P ∪  Q) ) ¡

14 + ∀ R∀ P∀ B∀ a∀ k ( R υk P & (RD) ⊆  P & ¬ P[a] & n[k,B]                 

                   ⇒  (R Ú (a Χ B)) υk (P ∪  (a•)) ) ¡

15 + ∀ n∀ k∀ P∀ R ( ω[n] & n[n,P] & R υk P ⇒  ƒ ((R  P)I) ) ¡

16 + ∀ n∀ j ( ω[n] & ω[j] 
            ⇒  ∃ P∃ R (n[n,P] & R υj P & 1 R & (RD) ⊆  P & ƒ (RI)) )

¡
17 + ∀ n∀ j ( ω[n] & ω[j] ⇒  ∃ P∃ R (n[n,P] & R υj P & 1 R) ) ¡

18 + ∀ n∀ j ( ω[n] & ω[j] 
            ⇒  ∃ P∃ R (n[n,P] & R υj P & 1 R & (RD) ⊆  P) ) ¡

SECTION V:  ADDITION, SUBTRACTION, AND MULTIPLICATION
!CHAPTER 1 ADDITION¡
!CHAPTER 1 ADDITION¡

1 + ∀ n∀ m∀ k∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & n[n,A] & n[m,B] 

                  & (A ∩ B) ≡ φ 
                  ⇒  (⊕ [n,m,k] ⇔ n[k,(A ∪  B)]) ) ¡

2 + ∀ n∀ m∀ k∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & n[n,A] & n[m,B]

                  & (A ∩ B) ≡ φ & ⊕ [n,m,k]

                  ⇒  n[k,(A ∪  B)] ) ¡

3 + ∀ n∀ m∀ k∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & n[n,A] & n[m,B]

                  & (A ∩ B) ≡ φ & n[k,(A ∪  B)]
                  ⇒  ⊕ [n,m,k] ) ¡

4 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ⊕ [n,m,k]

              ⇒  ∃ A∃ B (n[n,A] & n[m,B] & (A ∩ B) ≡ φ
                       & n[k,(A ∪  B)]) ) ¡

5 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ∃ a (ω[a] & ⊕ [n,m,a]) ) ¡

6 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] 
           ⇒  ∀ a∀ b((ω[a] & ⊕ [n,m,a]) & (ω[b] & ⊕ [n,m,b]) 
                    ⇒  a = b) ) ¡

7 T + ; (n + m) ; ω[n] & ω[m] ; (ω[a] & ⊕ [n,m,a])

8 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ω[(n+m)] ) ¡

9 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ⊕ [n,m,(n+m)] ) ¡

10 + ∀ n∀ m∀ k ( (n + m) = k ⇒  ω[k] ) ¡

11 + ∀ n∀ m∀ k ( k = (n + m) ⇒  ω[k] ) ¡

12 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ⊕ [n,m,k] ⇒  k = (n+m) ) ¡

13 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ⊕ [n,m,k] ⇒  (n+m) = k ) ¡

14 + ∀ n∀ m∀ k ( (n+m) = k ⇒  ω[n] & ω[m] & ω[k] & ⊕ [n,m,k] ) ¡

15 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ⊕ [n,m,k] ⇔ (n+m) = k ) ¡

16 + ∀ n∀ m∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & n[n,A] & n[m,B] & (A ∩ B) ≡ φ 
                 ⇒  n[(n+m),(A ∪  B)] ) ¡

                       



17 + ∀ n∀ m∀ k∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & n[n,A] & n[m,B] 

                  & (A ∩ B) ≡ φ & n[k,(A ∪  B)]
                  ⇒  k = (n+m) ) ¡

18 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] 
            ⇒  ∃ A∃ B (n[n,A] & n[m,B] & (A ∩ B) ≡ φ
                     & n[(n+m),(A ∪  B)]) ) ¡

19 + ∀ n∀ m∀ k ( k = (n+m) 
              ⇒  ∃ A∃ B (n[n,A] & n[m,B] & (A ∩ B) ≡ φ 
                       & n[k,(A ∪  B)]) ) ¡

20 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ∃ A∃ B (n[n,A] & n[(n+m),B] & A ⊆  B) )
¡

21 + ∀ n∀ m∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B 
                ⇒  ∃ k ((k+n) = m & n[k,(B \ A)]) ) ¡

22 + ∀ n∀ m∀ A ( n[(n+m),A] 

               ⇒  ∃ Q∃ R (n[n,Q] & n[m,R] & (Q ∪  R) ≡ A
                        & (Q ∩ R) ≡ φ) ) ¡

!CHAPTER 2 BASIC LAWS OF ADDITION¡
1 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[k] & n = m ⇒  (n + k) = (m + k) ) ¡

2 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[k] & n = m ⇒  (k + n) = (k + m) ) ¡

3 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ω[j] & (n + m) = k ⇒  ((n + m) + j) = (k + j) )
¡

4 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ω[j] & (n + m) = k ⇒  (j + (n + m)) = (j + k) )
¡

5 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  (n + m) = (m + n) ) ¡

6 + ∀ n∀ m∀ k ( (n + m) = k ⇒  (m + n) = k ) ¡

7 + ∀ n∀ m∀ k ( k = (n + m) ⇒  k = (m + n) ) ¡

8 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
              ⇒  ((n + m) + k) = ((m + n) + k) ) ¡

9 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ((n + m) + k) = j ⇒   ((m + n) + k) = j ) ¡

10 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( j = ((n + m) + k) ⇒   j = ((m + n) + k) ) ¡

11 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  (n + (m + k)) = (n + (k + m)) ) ¡

12 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( (n + (m + k)) = j ⇒   (n + (k + m)) = j ) ¡

13 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( j = (n + (m + k)) ⇒   j = (n + (k + m)) ) ¡

14 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  (n + (m + k)) = ((n + m) + k) ) ¡

15 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( (n + (m + k)) = j ⇒  ((n + m) + k) = j ) ¡

16 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ((n + m) + k) = j ⇒  (n + (m + k)) = j ) ¡

17 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( j = (n + (m + k)) ⇒  j = ((n + m) + k) ) ¡

18 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( j = ((n + m) + k) ⇒  j = (n + (m + k)) ) ¡

19 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  ((n + m) + k) = ((n + k) + m) ) ¡

20 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ((n + m) + k) = j ⇒  ((n + k) + m) = j ) ¡

21 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( j = ((n + m) + k) ⇒  j = ((n + k) + m) ) ¡

22 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  (n + (m + k)) = (m + (n + k)) ) ¡

23 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( (n + (m + k)) = j ⇒  (m + (n + k)) = j ) ¡

24 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( j = (n + (m + k)) ⇒  j = (m + (n + k)) ) ¡

                       



25 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  ((n + m) + k) = ((k + n) + m) ) ¡

26 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  (n + (m + k)) = (m + (k + n)) ) ¡

27 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  ((n + m) + k) = ((k + m) + n) ) ¡

28 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  (n + (m + k)) = (k + (m + n)) ) ¡

29 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ω[j] 
                 ⇒  ((n + m) + (k + j)) = ((n + k) + (m + j)) )

¡
30 + ∀ n ( ω[n] ⇒  n = (n + 0) ) ¡

31 + ∀ n ( ω[n] ⇒  n = (0 + n) ) ¡

32 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (n + 0) = n ) ¡

33 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (0 + n) = n ) ¡

34 + ∀ n∀ m ( (n + 0) = m ⇒  n = m ) ¡

35 + ∀ n∀ m ( n = (m + 0) ⇒  n = m ) ¡

36 + ∀ n∀ m ( n = (n + m) ⇒  m = 0 ) ¡

37 + ∀ n∀ m ( n = (m + n) ⇒  m = 0 ) ¡

38 + ∀ n∀ m ( (n + m) = n ⇒  m = 0 ) ¡

39 + ∀ n∀ m ( (m + n) = n ⇒  m = 0 ) ¡

40 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (n') = (n + 1) ) ¡

41 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (n') = (1 + n) ) ¡

42 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (n + 1) = (n') ) ¡

43 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (1 + n) = (n') ) ¡

44 + ∀ n∀ m ( (n') = m ⇒  (n + 1) = m ) ¡

45 + ∀ n∀ m ( (n + 1) = m ⇒  (n') = m ) ¡

46 + ∀ n∀ m ( (n') = m ⇔ (n + 1) = m ) ¡

47 + ∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m] ⇒  (n + 1) = m ) ¡

48 + ∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m] ⇒  m = (n + 1) ) ¡

49 + ∀ n ( ω[n] & ¬ n = 0 ⇒  ∃ m (m + 1) = n ) ¡

50 + ∀ n ( ω[n] ⇒  n = 0 ∨  ∃ m (m + 1) = n ) ¡

51 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  (n + (m')) = ((n + m)') ) ¡

52 + ∀ n∀ m∀ k ( (n + (m')) = k ⇒  ((n + m)') = k ) ¡

53 + ∀ n∀ m ( (n + m) = 0 ⇒  m = 0 ) ¡

54 + ∀ n∀ m ( (n + m) = 0 ⇒  n = 0 ) ¡

55 + ∀ n∀ m ( (n + m) = 0 ⇒  n = 0 & m = 0 ) ¡

56 + ∀ n∀ m ( m = (n + 1) ⇒  ¬ m = 0 ) ¡

57 + ∀ n ¬ (n + 1) = 0 ¡

58 + ∀ n∀ P ( n[(n + 1),P] ⇒  ∃ x P[x] ) ¡

59 + ∀ n∀ m ( (n + 1) = (m + 1) ⇒  n = m ) ¡

60 + ∀ j∀ k∀ n ( (j + n) = (k + n) ⇒  j = k ) ¡

61 + ∀ j∀ k∀ n ( (j + n) = (n + k) ⇒  j = k ) ¡

62 + ∀ j∀ k∀ n ( (n + j) = (k + n) ⇒  j = k ) ¡

63 + ∀ j∀ k∀ n ( (n + j) = (n + k) ⇒  j = k ) ¡

64 + ∀ P∀ a ( ω[a] & P[a] & ∀ n (P[(a+n)] ⇒  P[(a+(n+1))])
            ⇒  ∀ n (ω[n] ⇒  P[(a+n)]) ) ¡

                       



65 + (0 + 0) = 0 ¡
66 + 0 = (0 + 0) ¡
67 + (0 + 1) = 1 ¡
68 + (0 + 2) = 2 ¡
69 + (1 + 1) = 2 ¡
70 + (2 + 1) = 3 ¡
71 + (1 + 2) = 3 ¡
72 + (3 + 1) = 4 ¡
73 + (1 + 3) = 4 ¡
74 + (2 + 2) = 4 ¡

!CHAPTER 3 INEQUALITY¡
1 D  ≤ ; ≤ ; ; {x,y : ω[x] & ω[y] & Λ[x,y]} ¡

2 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇔ ω[n] & ω[m] & Λ[n,m] ) ¡

3 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ω[n] & ω[m] & Λ[n,m] ) ¡

4 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & Λ[n,m] ⇒  ≤[n,m] ) ¡

5 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ω[n] & ω[m] ) ¡

6 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ω[n] ) ¡

7 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ω[m] ) ¡

8 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  Λ[n,m] ) ¡

9 + ∀ n∀ m∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B 
                ⇒  ≤[n,m] ) ¡

10 + ∀ n∀ m∀ A∀ B ( ≤[n,m] & n[n,A] & n[m,B] & B ⊆  A ⇒  A ≡ B ) ¡

11 + ∀ n∀ m∀ A ( ≤[n,m] & n[n,A] ⇒  ∃ B (n[m,B] & A ⊆  B) ) ¡

12 + ∀ n∀ m∀ B ( ≤[n,m] & n[m,B] ⇒  ∃ A (n[n,A] & A ⊆  B) ) ¡

13 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ∃ A∃ B (n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B) ) ¡

14 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ∃ k (k + n) = m ) ¡

15 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ∃ k (n + k) = m ) ¡

16 + ∀ n∀ m ( ∃ k (k + n) = m ⇒  ≤[n,m] ) ¡

17 + ∀ n∀ m ( ∃ k (n + k) = m ⇒  ≤[n,m] ) ¡

18 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇔ ∃ k (k + n) = m ) ¡

19 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇔ ∃ k (n + k) = m ) ¡

20 + ∀ n∀ m∀ a ( ≤[n,m] & ≤[m,a] ⇒  ≤[n,a] ) ¡

21 + ∀ v∀ n∀ m∀ z ( ≤[v,n] & ≤[n,m] & ≤[m,z] ⇒  ≤[v,z] ) ¡

22 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] & ≤[m,n] ⇒  n = m ) ¡

23 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ≤[n,n] ) ¡

24 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ≤[0,n] ) ¡

25 + ∀ n ( ≤[n,0] ⇒  n = 0 ) ¡

26 + ∀ n∀ m ( ≤[m,n] & ¬ m = 0 ⇒  ¬ n = 0 ) ¡

27 + ∀ n ( ≤[1,n] ⇒  ¬ n = 0 ) ¡

28 + ∀ n∀ m∀ z ( ≤[n,m] & ω[z] ⇒  ≤[(n + z),(m + z)] ) ¡

29 + ∀ n∀ m∀ z ( ≤[n,m] & ω[z] ⇒  ≤[(z + n),(z + m)] ) ¡

30 + ∀ n∀ m∀ u∀ v ( ≤[n,m] & ≤[u,v] ⇒  ≤[(n + u),(m + v)] ) ¡

31 + ∀ n∀ m∀ z ( ≤[n,m] & ω[z] ⇒  ≤[n,(m + z)] ) ¡

32 + ∀ n∀ m∀ z ( ≤[n,m] & ω[z] ⇒  ≤[n,(z + m)] ) ¡

33 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ≤[n,(n + m)] ) ¡

34 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ≤[n,(m + n)] ) ¡

35 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ≤[n,(n + 1)] ) ¡

                       



36 + ∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m] ⇒  ≤[n,m] ) ¡

37 + ∀ n ( ω[n] ⇒  ≤[1,(n + 1)] ) ¡

38 + ∀ n ( ω[n] & ¬ n = 0 ⇒  ≤[1,n] ) ¡

39 + ∀ n ( ω[n] ⇒  n = 0 ∨  ≤[1,n] ) ¡

40 + ∀ n∀ m∀ z ( ≤[(m + z),n] ⇒  ≤[m,n] ) ¡

41 + ∀ n∀ m∀ z ( ≤[(m + z),n] ⇒  ≤[z,n] ) ¡

42 + ∀ n∀ m∀ z ( ≤[(n + z),(m + z)] ⇒  ≤[n,m] ) ¡

43 + ∀ n∀ m∀ z ( ≤[(z + n),(z + m)] ⇒  ≤[n,m] ) ¡

44 + ∀ n∀ m ( ≤[(n + m),n] ⇒  m = 0 ) ¡

45 + ∀ n∀ m ( ≤[(m + n),n] ⇒  m = 0 ) ¡

46 + ≤[0,0] ¡
47 + ≤[0,1] ¡
48 + ≤[0,2] ¡
49 + ≤[1,1] ¡
50 + ≤[1,2] ¡
51 + ≤[2,2] ¡
52 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] & ¬ n = m ⇒  ≤[(n+1),m] ) ¡

53 + ∀ n∀ m ( ≤[n,(m + 1)] & ¬ n = (m + 1) ⇒  ≤[n,m] ) ¡

54 + ∀ n∀ m ( ≤[n,(m + 1)] ⇒  ≤[n,m] ∨  n = (m + 1) ) ¡

55 + ∀ n∀ m∀ x ( ω[m] & σ[m,x] & ≤[n,x] ⇒  ≤[n,m] ∨  n = x ) ¡

56 + ∀ n∀ m ( ≤[m,n] & ≤[n,(m + 1)] ⇒  n = m ∨  n = (m + 1) ) ¡

57 + ∀ n∀ m ( ≤[(m + 1),n] & ≤[n,(m + 2)] 
            ⇒  n = (m + 1) ∨  n = (m + 2) ) ¡

58 + ∀ n ( ≤[n,1] ⇒  n = 0 ∨  n = 1 ) ¡

59 + ∀ n ( ≤[n,2] ⇒  n = 0 ∨  n = 1 ∨  n = 2 ) ¡

60 + ∀ n ( ≤[n,3] ⇒  n = 0 ∨  n = 1 ∨  n = 2 ∨  n = 3 ) ¡

61 + ∀ n ( ≤[1,n] & ≤[n,2] ⇒  n = 1 ∨  n = 2 ) ¡

62 + ∀ n ( ≤[1,n] & ≤[n,3] ⇒  n = 1 ∨  n = 2 ∨  n = 3 ) ¡

63 + ∀ n ( ≤[1,n] & ¬ n = 1 ⇒  ≤[2,n] ) ¡

64 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ≤[n,m] ∨  ≤[m,n] ) ¡

65 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ≤[n,m] ∨  ≤[(m+1),n] ) ¡

66 + ∀ n∀ m∀ k ( m = (n + 1) & ω[k] ⇒  ≤[k,n] ∨  ≤[m,k] ) ¡

67 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & ¬ ≤[n,m] ⇒  ≤[(m+1),n] ) ¡

68 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & ¬ ≤[n,m] ⇒  ≤[m,n] ) ¡

69 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & ¬ ≤[(m+1),n] ⇒  ≤[n,m] ) ¡

70 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] & ¬ ≤[(n+1),m] ⇒  n = m ) ¡

71 + ∀ P∀ a ( ω[a] & P[a] & ∀ n (≤[a,n] & P[n] ⇒  P[(n+1)])
             ⇒  ∀ n (≤[a,n] ⇒  P[n]) ) ¡

72 + ∀ n ( ω[n] 
          ⇒  ∀ P ( ∀ x (≤[x,n] ⇒  ¬ P[x]) 
                  ∨  ∃ x (≤[x,n] & P[x] 
                        & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[x,y])) ) ) ¡

73 + ∀ P ( ∃ x (ω[x] & P[x]) 
          ⇒  ∃ x (ω[x] & P[x] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[x,y])) ) ¡

74 + ∀ n∀ P ( ω[n] & n[n,(ω ∩ P)] & ¬ (ω ∩ P) ≡ φ
             ⇒  ∃ x (ω[x] & P[x] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,x])) )¡
75 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) 
          ⇒  ∃ x (ω[x] & P[x] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,x])) ) ¡

                       



!CHAPTER 4 STRICT INEQUALITY¡
1 D  < ; < ; ; {n,m : ≤[n,m] & ¬ n = m} ¡
2 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇔ ≤[x,y] & ¬ x = y ) ¡

3 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ≤[x,y] & ¬ x = y ) ¡

4 + ∀ x∀ y ( ≤[x,y] & ¬ x = y ⇒  <[x,y] ) ¡

5 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ≤[x,y] ) ¡

6 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ¬ x = y ) ¡

7 + ∀ x∀ y ( ¬ ≤[x,y] ⇒  ¬ <[x,y] ) ¡

8 + ∀ x∀ y ( ≤[x,y] ⇒  <[x,y] ∨  x = y ) ¡

9 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ω[x] & ω[y] ) ¡

10 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ω[x] ) ¡

11 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ω[y] ) ¡

12 + ∀ x ¬ <[x,x] ¡

13 + ∀ x ¬ <[x,0] ¡

14 + ∀ x ( <[0,x] ⇒  ¬ x = 0 ) ¡

15 + ∀ x ( ω[x] & ¬ x = 0 ⇒  <[0,x] ) ¡

16 + ∀ x∀ y∀ z ( <[x,y] & ≤[y,z] ⇒  <[x,z] ) ¡

17 + ∀ x∀ y∀ z ( ≤[x,y] & <[y,z] ⇒  <[x,z] ) ¡

18 + ∀ x∀ y∀ z ( <[x,y] & <[y,z] ⇒  <[x,z] ) ¡

19 + ∀ x∀ y ( <[x,y] & ≤[y,x] ⇒  f ) ¡

20 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ¬ ≤[y,x] ) ¡

21 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ¬ <[y,x] ) ¡

22 + ∀ x∀ y ( ≤[x,y] ⇒  ¬ <[y,x] ) ¡

23 + ∀ x∀ y ( <[x,y] & ω[z] ⇒  <[x,(y+z)] ) ¡

24 + ∀ x∀ y ( ω[x] & ω[y] & ¬ y = 0 ⇒  <[x,(x+y)] ) ¡

25 + ∀ x∀ y ( ω[x] & ω[y] & ¬ y = 0 ⇒  <[x,(y+x)] ) ¡

26 + ∀ x ( ω[x] ⇒  <[x,(x+1)] ) ¡

27 + <[0,1] ¡
28 + ∀ x∀ y ( <[x,(y+1)] ⇒  ≤[x,y] ) ¡

29 + ∀ x∀ y ( ≤[x,y] ⇒  <[x,(y+1)] ) ¡

30 + ∀ x∀ y ( <[x,(y+1)] ⇔ ≤[x,y] ) ¡

31 + ∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m] ⇒  <[n,m] ) ¡

32 + ∀ x∀ n∀ m ( ≤[x,n] & σ[n,m] ⇒  <[x,m] ) ¡

33 + ∀ x∀ n∀ m ( ω[n] & σ[n,m] & <[x,m] ⇒  ≤[x,n] ) ¡

34 + ∀ x∀ y ( ≤[(x+1),y] ⇒  <[x,y] ) ¡

35 + ∀ x∀ y ( ≤[(1+x),y] ⇒  <[x,y] ) ¡

36 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ≤[(x+1),y] ) ¡

37 + ∀ x∀ y ( <[x,y] ⇒  ≤[(1+x),y] ) ¡

38 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ≤[1,k] ⇒  <[n,(m+k)] ) ¡

39 + ∀ x∀ y∀ z ( ≤[(x+y),z] & ¬ y = 0 ⇒  <[x,z] ) ¡

40 + ∀ x∀ y∀ z ( <[x,y] & ω[z] ⇒  <[(x+z),(y+z)] ) ¡

41 + ∀ x∀ y∀ z ( <[x,y] & ω[z] ⇒  <[(z+x),(z+y)] ) ¡

42 + ∀ x∀ y∀ z∀ a ( <[x,y] & ≤[z,a] ⇒  <[(x+z),(y+a)] ) ¡

43 + ∀ x∀ y ( ω[x] & ω[y] ⇒  ≤[x,y] ∨  <[y,x] ) ¡

44 + ∀ x∀ y ( ω[x] & ω[y] ⇒  <[x,y] ∨  x = y ∨  <[y,x] ) ¡

45 + ∀ x∀ y ( ω[x] & ω[y] & ¬ <[x,y] ⇒  ≤[y,x] ) ¡

                       



46 + ∀ x∀ y ( ω[x] & ω[y] & ¬ ≤[x,y] ⇒  <[y,x] ) ¡

47 + ∀ x∀ y ( ω[x] & ω[y] & ¬ x = y ⇒  <[x,y] ∨  <[y,x] ) ¡

48 + ∀ x∀ y ( ω[x] & ω[y] & ¬ <[x,y] & ¬ <[y,x] ⇒  x = y ) ¡

49 + ∀ P ( ∃ x (ω[x] & P[x]) 
          ⇒  ∃ x (ω[x] & P[x] & ∀ y (<[y,x] ⇒  ¬ P[y])) ) ¡

50 + ∀ P ( ∀ y ( ω[y] ⇒  ∃ x (P[x] & <[y,x]) ) ⇒  “ P ) ¡

51 + “ ω ¡
!CHAPTER 5 SUBTRACTION¡

1 + ∀ n∀ m∀ k∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B 
                  ⇒  ( &[m,n,k] ⇔ n[k,(B \ A)] ) ) ¡

2 + ∀ n∀ m∀ k∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B 
                  & &[m,n,k]
                  ⇒  n[k,(B \ A)] ) ¡

3 + ∀ n∀ m∀ k∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B 
                  & n[k,(B \ A)]  
                  ⇒  &[m,n,k] ) ¡

4 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[k] & ≤[n,m] & &[m,n,k] 

             ⇒  ∃ A∃ B (n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B & n[k,(B \ A)]) )
¡

5 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ∃ a (ω[a] & &[m,n,a]) ) ¡

6 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ∀ a∀ b ((ω[a] & &[m,n,a]) & (ω[b] & &[m,n,b]) 
            ⇒  a = b) ) ¡

7 T - ; (m - n) ; ≤[n,m] ; (ω[a] & &[m,n,a]) ¡

8 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ω[(m-n)] ) ¡

9 + ∀ n∀ m∀ k ( (m-n) = k ⇒  ω[k] ) ¡

10 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  &[m,n,(m-n)] ) ¡

11 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[k] & ≤[n,m] & &[m,n,k] ⇒  k = (m-n) ) ¡

12 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[k] & ≤[n,m] & &[m,n,k] ⇒  (m-n) = k ) ¡

13 + ∀ n∀ m∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B
                 ⇒  n[(m-n),(B \ A)] ) ¡

14 + ∀ n∀ m∀ k∀ A∀ B ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B 
                   & n[k,(B \ A)]
                   ⇒  k = (m-n) ) ¡

15 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] 
            ⇒  ∃ A∃ B (n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B 
                     & n[(m-n),(B \ A)]) ) ¡
16 + ∀ n∀ m∀ k ( k = (m-n) 
               ⇒  ∃ A∃ B (n[n,A] & n[m,B] & A ⊆  B 
                        & n[k,(B \ A)]) ) ¡
17 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ∃ A∃ B (n[m,B] & n[(m-n),A] & A ⊆  B) ) ¡

!CHAPTER 6  BASIC LAWS OF SUBTRACTION¡
1 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & n = k ⇒  (m - n) = (m - k) ) ¡

2 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & m = k ⇒  (m - n) = (k - n) ) ¡

3 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ((m - n) + n) = m ) ¡

4 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  (n + (m - n)) = m ) ¡

5 + ∀ n∀ m∀ k ( (m - n) = k ⇒  (n + k) = m ) ¡

6 + ∀ n∀ m∀ k ( (m - n) = k ⇒  (k + n) = m ) ¡

                       



7 + ∀ n∀ m∀ k ( (n + k) = m ⇒  (m - n) = k ) ¡

8 + ∀ n∀ m∀ k ( (k + n) = m ⇒  (m - n) = k ) ¡

9 + ∀ n∀ m∀ k ( (m - n) = k ⇔ (n + k) = m ) ¡

10 + ∀ n∀ m∀ k ( (m - n) = k ⇔ (k + n) = m ) ¡

11 + ∀ n∀ m∀ k ( k = (m - n) ⇒  m = (n + k) ) ¡

12 + ∀ n∀ m∀ k ( k = (m - n) ⇒  m = (k + n) ) ¡

13 + ∀ n∀ m∀ k ( m = (n + k) ⇒  k = (m - n) ) ¡

14 + ∀ n∀ m∀ k ( m = (k + n) ⇒  k = (m - n) ) ¡

15 + ∀ n∀ m∀ k ( (m - n) = k ⇒  (m - k) = n ) ¡

16 + ∀ n∀ m∀ k ( (m - n) = k ⇒  ≤[k,m] ) ¡

17 + ∀ n∀ m∀ k ( (m - n) = k & ¬ k = 0 ⇒  ¬ m = 0 ) ¡

18 + (0 - 0) = 0 ¡

19 + (2 - 1) = 1 ¡

20 + (3 - 1) = 2 ¡

21 + (3 - 2) = 1 ¡

22 + (4 - 1) = 3 ¡

23 + (4 - 3) = 1 ¡

24 + (4 - 2) = 2 ¡

25 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (n - 0) = n ) ¡

26 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (n - n) = 0 ) ¡

27 + ∀ n∀ m ( n = m & ω[n] ⇒  (n - m) = 0 ) ¡

28 + ∀ n∀ m ( n = (0 - m) ⇒  n = 0 ) ¡

29 + ∀ n∀ m ( (m - n) = m ⇒  n = 0 ) ¡

30 + ∀ n∀ m ( n = (m - 0) ⇒  n = m ) ¡

31 + ∀ n∀ m ( (m - n) = 0 ⇒  n = m ) ¡

32 + ∀ n∀ m ( (m - n) = 0 ⇒  m = n ) ¡

33 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  (m + (n-n)) = m ) ¡

34 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ((n-n) + m) = m ) ¡

35 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ((n+m) - m) = n ) ¡

36 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ((n+m) - n) = m ) ¡

37 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  (m - (m-n)) = n ) ¡

38 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((m+k) - n) = ((m-n) + k) ) ¡

39 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,k] & ω[m] ⇒  ((m+k) - n) = (m + (k-n)) ) ¡

40 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,k] & ≤[n,m] ⇒  ((m-n) + k) = (m + (k-n)) ) ¡

41 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] ⇒  (((n+m)+k) - k) = (n+m) ) ¡

42 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] ⇒  (((n+m)+k) - m) = (n+k) ) ¡

43 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] ⇒  (((n+m)+k) - n) = (m+k) ) ¡

44 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] ⇒  ((n+m) + (k-k)) = (n+m) ) ¡

45 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] ⇒  ((k-k) + (n+m)) = (n+m) ) ¡

46 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((m-n) + (k-k)) = (m-n) ) ¡

47 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((k-k) + (m-n)) = (m-n) ) ¡

48 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((m-n) + (k+n)) = (m+k) ) ¡

49 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((m-n) + (n+k)) = (m+k) ) ¡

50 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((k+n) + (m-n)) = (k+m) ) ¡

51 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((n+k) + (m-n)) = (k+m) ) ¡

52 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ≤[k,n] ⇒  ((m-n) + (n-k)) = (m-k) ) ¡

                       



53 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ≤[k,n] ⇒  ((n-k) + (m-n)) = (m-k) ) ¡

54 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((m+k) - (n+k)) = (m-n) ) ¡

55 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((m+k) - (k+n)) = (m-n) ) ¡

56 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((k+m) - (n+k)) = (m-n) ) ¡

57 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((k+m) - (k+n)) = (m-n) ) ¡

58 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((m+k) - (m-n)) = (k+n) ) ¡

59 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ((k+m) - (m-n)) = (k+n) ) ¡

60 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ≤[m,k] ⇒  ((k-n) - (k-m)) = (m-n) ) ¡

61 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[k,n] & ≤[n,m] ⇒  ((m-k) - (n-k)) = (m-n) ) ¡

62 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[m,(k+n)] & ≤[n,m] ⇒  (k - (m-n)) = ((k+n) - m) )
¡

63 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[k,(m-n)] ⇒  ((m-n) - k) = (m - (n+k)) ) ¡

64 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[d,c] & ω[a] & ω[b]
                 ⇒  ((a+b)+(c-d)) = (((a+b)+c) - d) ) ¡

65 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[d,c] & ω[a] & ω[b]
                 ⇒  ((c-d)+(a+b)) = (((c+a)+b) - d) ) ¡

66 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[d,c] & ≤[d,a] & ω[b]
                 ⇒  ((a+b)+(c-d)) = ((a-d)+(b+c)) ) ¡

67 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[d,c] & ≤[d,b] & ω[a]
                 ⇒  ((a+b)+(c-d)) = ((b-d)+(a+c)) ) ¡

68 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[b,a] & ≤[d,c] 
                 ⇒  ((a-b)+(c-d)) = ((a+c)-(b+d)) ) ¡

69 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[b,a] & ≤[d,c] & ≤[d,a] & ≤[b,c] 
                 ⇒  ((a-b)+(c-d)) = ((a-d)+(c-b)) ) ¡

70 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[(c-d),(a+b)] 
                 ⇒  ((a+b)-(c-d)) = (((a+b)+d)-c) ) ¡

71 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[(c+d),(a-b)] 
                 ⇒  ((a-b)-(c+d)) = (a-((b+c)+d)) ) ¡

72 + ∀ n∀ m∀ k ( (m-n) = (k-n) ⇒  m = k ) ¡

73 + ∀ n∀ m∀ k ( (m-n) = (m-k) ⇒  n = k ) ¡

74 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  ≤[(m-n),m] ) ¡

75 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[k,(m-n)] ⇒  ≤[k,m] ) ¡

76 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[m,k] & ω[n] ⇒  ≤[(k-m),(k+n)] ) ¡

77 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ≤[m,k] ⇒  ≤[(m-n),(k-n)] ) ¡

78 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ≤[m,k] ⇒  ≤[(k-m),(k-n)] ) ¡

79 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[(m-n),(k-n)] ⇒  ≤[m,k] ) ¡

80 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[k,(m-n)] ⇒  ≤[(n+k),m] ) ¡

81 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[k,(m-n)] ⇒  ≤[(k+n),m] ) ¡

82 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[m,(k+n)] & ≤[n,m] ⇒  ≤[(m-n),k] ) ¡

83 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[m,(n+k)] & ≤[n,m] ⇒  ≤[(m-n),k] ) ¡

84 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[(n+k),m] ⇒  ≤[k,(m-n)] ) ¡

85 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[(k+n),m] ⇒  ≤[k,(m-n)] ) ¡

86 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[(m-n),k] ⇒  ≤[m,(n+k)] ) ¡

87 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[(m-n),k] ⇒  ≤[m,(k+n)] ) ¡

88 + ∀ n∀ m∀ k( ≤[(m-k),(m-n)] ⇒  ≤[n,k] ) ¡

89 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ≤[n,j] & ≤[j,k] & ≤[k,m] ⇒  ≤[(k-j),(m-n)] ) ¡

90 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[(m-n),k] ⇒  (k - (m-n)) = ((k+n) - m) ) ¡

                       



91 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[((b+c)+d),a] 
                 ⇒  ((a-b)-(c+d)) = (a-((b+c)+d)) ) ¡

92 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[(c-d),(a-b)] 
                 ⇒  ((a-b)-(c-d)) = ((a+d)-(b+c)) ) ¡

93 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[b,d] & ≤[d,c] & ≤[c,a] 
                 ⇒  ((a-b)-(c-d)) = ((a-c)+(d-b)) ) ¡

94 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] & ¬ n = 0 ⇒  <[(m-n),m] ) ¡

95 + ∀ n∀ m∀ k ( <[n,m] & ≤[m,k] ⇒  <[(k-m),(k-n)] ) ¡

96 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & <[m,k] ⇒  <[(m-n),(k-n)] ) ¡

97 + ∀ n∀ m∀ k ( <[(m-n),(k-n)] ⇒  <[m,k] ) ¡

98 + ∀ n∀ m∀ k ( <[(m-k),(m-n)] ⇒  <[n,k] ) ¡

99 + ∀ n∀ m ( <[n,m] ⇒  ≤[1,(m-n)] ) ¡
!CHAPTER 7 MULTIPLICATION¡

1 + ∀ n∀ m∀ k∀ P∀ R ( ω[n] & ω[k] & n[n,P] & R υm P & 1 R 
                   ⇒  ( ⊗ [n,m,k] ⇔ n[k,((R  P)I)] ) ) ¡

2 + ∀ n∀ m∀ k∀ P∀ R ( ω[n] & ω[k] & n[n,P] & R υm P & 1 R & ⊗ [n,m,k]  

                  ⇒  n[k,((R  P)I)] ) ¡

3 + ∀ n∀ m∀ k∀ P∀ R ( ω[n] & ω[k] & n[n,P] & R υm P & 1 R 
                  & n[k,((R  P)I)] 
                  ⇒  ⊗ [n,m,k] ) ¡

4 + ∀ n∀ m∀ k∀ P∀ R ( ω[n] & ω[k] & n[n,P] & R υm P & 1 R & (RD) ⊆  P 
                  & ⊗ [n,m,k]  

                  ⇒  n[k,(RI)] ) ¡

5 + ∀ n∀ m∀ k∀ P∀ R ( ω[n] & ω[k] & n[n,P] & R υm P & 1 R & (RD) ⊆  P 
                  & n[k,(RI)] 
                  ⇒  ⊗ [n,m,k] ) ¡

6 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ⊗ [n,m,k] 

              ⇒  ∃ P∃ R (n[n,P] & R υm P & 1 R & n[k,(RI)]) ) ¡

7 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ∃ a (ω[a] & ⊗ [n,m,a]) ) ¡

8 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] 
           ⇒  ∀ a∀ b((ω[a] & ⊗ [n,m,a]) & (ω[b] & ⊗ [n,m,b]) 
                    ⇒  a = b) ) ¡

9 T x ; (n x m) ; ω[n] & ω[m] ; (ω[a] & ⊗ [n,m,a]) ¡

10 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ω[(nxm)] ) ¡

11 + ( ω[n] & ω[m] ⇒  ⊗ [n,m,(nxm)] ) ¡

12 + ∀ n∀ m∀ k ( (n x m) = k ⇒  ω[k] ) ¡

13 + ∀ n∀ m∀ k ( k = (n x m) ⇒  ω[k] ) ¡

14 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ⊗ [n,m,k] ⇒  k = (nxm) ) ¡

15 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ⊗ [n,m,k] ⇒  (nxm) = k ) ¡

16 + ∀ n∀ m∀ R∀ P ( ω[n] & n[n,P] & R υm P & 1 R & (RD) ⊆  P 
                 ⇒  n[(nxm),(RI)] ) ¡

17 + ∀ n∀ m∀ k∀ R∀ P ( ω[n] & ω[k] & n[n,P] & R υm P & 1 R 
                   & (RD) ⊆  P & n[k,(RI)] 

                   ⇒  k = (nxm) ) ¡

18 + ∀ n∀ m∀ k∀ R∀ P ( ω[n] & ω[k] & n[n,P] & R υm P & 1 R 
                   & (RD) ⊆  P & n[k,(RI)]  

                       



                   ⇒  (nxm) = k ) ¡

19 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m]
            ⇒  ∃ P∃ R (n[n,P] & R υm P & 1 R & (RD) ⊆  P &
                     n[(nxm),(RI)]) ) ¡

!CHAPTER 8 BASIC LAWS OF MULTIPLICATION¡
1 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[k] & n = m ⇒  (n x k) = (m x k) ) ¡

2 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[k] & n = m ⇒  (k x n) = (k x m) ) ¡

3 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (0 x n) = 0 ) ¡

4 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (n x 0) = 0 ) ¡

5 + ∀ n∀ m ( ¬ (n x m) = 0 & ω[m] ⇒  ¬ n = 0 ) ¡

6 + ∀ n∀ m ( ¬ (n x m) = 0 & ω[n] ⇒  ¬ m = 0 ) ¡

7 + ∀ n∀ m ( ¬ (n x m) = 0 & ω[n] & ω[m] ⇒  ¬ n = 0 & ¬ m = 0 )
¡

8 + ∀ n∀ m∀ k ( (n x m) = k & ¬ k = 0 ⇒  ¬ n = 0 ) ¡

9 + ∀ n∀ m∀ k ( (n x m) = k & ¬ k = 0 ⇒  ¬ m = 0 ) ¡

10 + ∀ n∀ m∀ k ( (n x m) = k & ¬ k = 0 ⇒  ¬ n = 0 & ¬ m = 0 ) ¡

11 + (0 x 0) = 0 ¡

12 + (0 x 1) = 0 ¡

13 + (1 x 0) = 0 ¡

14 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (1 x n) = n ) ¡

15 + (1 x 1) = 1 ¡

16 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
              ⇒  ((n + m) x k) = ((n x k) + (m x k)) ) ¡

17 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ((n + 1) x m) = ((n x m) + m) ) ¡

18 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (n x 1) = n ) ¡

19 + (2 x 2) = 4 ¡

20 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  (n x (m + k)) = ((n x m) + (n x k)) ) ¡

21 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  (n x (m + 1)) = ((n x m) + n) ) ¡

22 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ω[j] 
                ⇒  ((n + m) x (k + j)) 
                   = (((n x k) + (n x j)) 
                     + ((m x k) + (m x j))) ) ¡

23 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & ω[j] 
                 ⇒  ((n + m) x (k + j)) 
                    = ((n x k) 
                      + ((n x j) + ((m x k) + (m x j)))) ) ¡

24 + ∀ n∀ m∀ i∀ j ( ω[n] & ω[m] & ω[i] & ω[j] 
                 ⇒  ∃ k ((n + m) x (i + j)) = ((n x i) + k) ) ¡

25 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  (n x m) = (m x n) ) ¡

26 + ∀ n∀ m∀ k ( (n x m) = k ⇒  (m x n) = k ) ¡

27 + ∀ n∀ m∀ k ( k = (n x m) ⇒  k = (m x n) ) ¡

28 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  ((n x m) x k) = (n x (m x k)) ) ¡

29 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ((n x m) x k) = j ⇒  (n x (m x k)) = j ) ¡

30 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( j = ((n x m) x k) ⇒  j = (n x (m x k)) ) ¡

                       



31 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( (n x (m x k)) = j ⇒  ((n x m) x k) = j ) ¡

32 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( j = (n x (m x k)) ⇒  j = ((n x m) x k) ) ¡

33 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  ((n x m) x k) = ((n x k) x m) ) ¡

34 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] 
               ⇒  (k x (n x m)) = (n x (k x m)) ) ¡

35 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] 
              ⇒  ((m - n) x k) = ((m x k) - (n x k)) ) ¡

36 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] 
               ⇒  (k x (m - n)) = ((k x m) - (k x n)) ) ¡

37 + ∀ n∀ m ( (n x m) = 0 & ¬ n = 0 ⇒  m = 0 ) ¡

38 + ∀ n∀ m ( (n x m) = 0 & ¬ m = 0 ⇒  n = 0 ) ¡

39 + ∀ n∀ m ( (n x m) = 0 ⇒  n = 0 ∨  m = 0 ) ¡

40 + ∀ n∀ m ( ¬ n = 0 & ¬ m = 0 ⇒  ¬ (n x m) = 0 ) ¡

41 + ∀ n∀ m∀ k ( (n x k) = (m x k) & ¬ k = 0 & ≤[m,n] ⇒  n = m ) ¡

42 + ∀ n∀ m∀ k ( (n x k) = (m x k) & ¬ k = 0 ⇒  n = m ) ¡

43 + ∀ n∀ m∀ k ( (k x n) = (m x k) & ¬ k = 0 ⇒  n = m ) ¡

44 + ∀ n∀ m∀ k ( (n x k) = (k x m) & ¬ k = 0 ⇒  n = m ) ¡

45 + ∀ n∀ m∀ k ( (k x n) = (k x m) & ¬ k = 0 ⇒  n = m ) ¡

46 + ∀ n∀ m ( (n x m) = n & ¬ n = 0 ⇒  m = 1 ) ¡

47 + ∀ n∀ m ( (m x n) = n & ¬ n = 0 ⇒  m = 1 ) ¡

48 + ∀ n∀ m∀ k∀ j ( ≤[n,m] & ≤[k,j] ⇒  ≤[(n x k),(m x j)] ) ¡

49 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ≤[(n x k),(m x k)] ) ¡

50 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] ⇒  ≤[(k x n),(k x m)] ) ¡

51 + ∀ n∀ m∀ k ( <[n,m] & ω[k] & ¬ k = 0 ⇒  <[(n x k),(m x k)] ) ¡

52 + ∀ n∀ m∀ k ( <[n,m] & ω[k] & ¬ k = 0 ⇒  <[(k x n),(k x m)] ) ¡

53 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & ¬ m = 0 ⇒  ≤[n,(n x m)] ) ¡

54 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & ¬ m = 0 ⇒  ≤[n,(m x n)] ) ¡

55 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] & ¬ k = 0 ⇒  ≤[n,(m x k)] ) ¡

56 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[n,m] & ω[k] & ¬ k = 0 ⇒  ≤[n,(k x m)] ) ¡

57 + ∀ n∀ m∀ k ( <[n,m] & ω[k] & ¬ k = 0 ⇒  <[n,(k x m)] ) ¡

58 + ∀ n∀ m∀ a∀ b ( ω[n] & ω[m] & ω[a] & ω[b] & ¬ n = 0 & ¬ m = 0 
                 ⇒  ∃ k ( ≤[a,(kxn)] & ≤[b,(kxm)] ) ) ¡

59 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[(n x k),(m x k)] & ¬ k = 0 ⇒  ≤[n,m] ) ¡

60 + ∀ n∀ m∀ k ( ≤[(k x n),(k x m)] & ¬ k = 0 ⇒  ≤[n,m] ) ¡

61 + ∀ n∀ m∀ k ( <[(n x k),(m x k)] ⇒  <[n,m] ) ¡

62 + ∀ n∀ m∀ k ( <[(k x n),(k x m)] ⇒  <[n,m] ) ¡

63 + ∀ n∀ m ( (n x m) = 1 ⇒  n = 1 ) ¡

64 + ∀ n∀ m ( (n x m) = 1 ⇒  m = 1 ) ¡

65 + ∀ n∀ m ( (n x m) = 1 ⇒  n = 1 & m = 1 ) ¡

66 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & ¬ m = 0 
            ⇒  ∃ q∃ r ( n = ((q x m) + r) & <[r,m] ) ) ¡

67 + ∀ n∀ m∀ q∀ r∀ x∀ y ( n = ((q x m) + r) & <[r,m] 
                     & n = ((y x m) + x) & <[x,m] 
                    ⇒  ω[q] & ω[y] & ¬ <[q,y] ) ¡

68 + ∀ n∀ m∀ q∀ r∀ x∀ y ( n = ((q x m) + r) & <[r,m] 

                       



                     & n = ((y x m) + x) & <[x,m] 
                     ⇒  y = q & x = r ) ¡

69 + ∀ n∀ x∀ y ( ∃ c∃ d n = ((cxx) - (dxy)) & ¬ y = 0 
               ⇒  ∃ c∃ d n = ((cxy) - (dxx)) ) ¡

70 + ∀ n∀ m∀ t∀ q∀ r ( n = ((qxt) + r) & ∃ c∃ d t = ((cxm)-(dxn)) 
                  ⇒  ∃ c∃ d r = ((cxn)-(dxm)) ) ¡

!CHAPTER 9 INFINITE INTERVALS¡
1 D  ∞ ; (b ∞) ; ; {a : ≤[b,a]} ¡
2 + ∀ b∀ x ( (b ∞)[x] ⇔ ≤[b,x] ) ¡

3 + ∀ b∀ x ( (b ∞)[x] ⇒  ≤[b,x] ) ¡

4 + ∀ b∀ x ( ≤[b,x] ⇒  (b ∞)[x] ) ¡

5 + ∀ b∀ x ( <[x,b] ⇒  ¬ (b ∞)[x] ) ¡

6 + ∀ b ( ω[b] ⇒  ¬ (b ∞) ≡ φ ) ¡

7 + ∀ b ( ¬ (b ∞) ≡ φ ⇒  ω[b] ) ¡

8 + ∀ b∀ x ( (b ∞)[x] ⇒  ω[x] ) ¡

9 + ∀ b (b ∞) ⊆  ω ¡

10 + (0 ∞) ≡ ω ¡
!CHAPTER 10 DYADIC ADDITION, SUBTRACTION, AND MULTIPLICATION¡

1 D  ⊕⊕⊕⊕  ; (⊕⊕⊕⊕ c) ; ; (((⊕  ◊ c)  ω)  ω) ¡

2 + ∀ c∀ x∀ y ( ω[c] & (⊕⊕⊕⊕ c)[x,y] ⇔ (x+c) = y ) ¡

3 + ∀ c∀ x∀ y ( ω[c] & (⊕⊕⊕⊕ c)[x,y] ⇒  (x+c) = y ) ¡

4 + ∀ c∀ x∀ y ( (x+c) = y ⇒  (⊕⊕⊕⊕ c)[x,y] ) ¡

5 + ∀ c∀ x ( ω[x] & ω[c] ⇒  (⊕⊕⊕⊕ c)[x,(x+c)] ) ¡

6 + ∀ c∀ x∀ y ( ω[c] & (⊕⊕⊕⊕ c)[x,y] ⇒  ω[x] & ω[y] ) ¡

7 + (⊕⊕⊕⊕ 0) … (Iω) ¡

8 + (⊕⊕⊕⊕ 1) … (σ  ω) ¡

9 + ∀ c ( ω[c] ⇒  ((⊕⊕⊕⊕ c)D) ≡ ω ) ¡

10 + ∀ c ( ω[c] ⇒  f (⊕⊕⊕⊕ c) ) ¡

11 + ∀ c ( ω[c] ⇒  (⊕⊕⊕⊕ c) F ω ) ¡

12 + ∀ c∀ x ( ω[x] & ω[c] ⇒  ((⊕⊕⊕⊕ c)´x) = (x+c) ) ¡

13 + ∀ c ( ω[c] ⇒  ((⊕⊕⊕⊕ c)I) ≡ (c ∞) ) ¡

14 + ∀ c ( ω[c] ⇒  1 (⊕⊕⊕⊕ c) ) ¡

15 + ∀ c ( ω[c] ⇒  (⊕⊕⊕⊕ c) 1 (c ∞) ) ¡

16 + ∀ c ( ω[c] ⇒  ω ~ (c ∞) ) ¡

17 D  &&&& ; (&&&&c) ; ; (((& ◊ c)  (c ∞))  ω) ¡

18 + ∀ c∀ x∀ y ( (&&&&c)[x,y] ⇔ (x-c) = y ) ¡

19 + ∀ c∀ x∀ y ( (&&&&c)[x,y] ⇒  (x-c) = y ) ¡

20 + ∀ c∀ x∀ y ( (x-c) = y ⇒  (&&&&c)[x,y] ) ¡

21 + ∀ c∀ x ( ≤[c,x] ⇒  (&&&&c)[x,(x-c)] ) ¡

22 + ∀ c∀ x∀ y ( (&&&&c)[x,y] ⇒  ω[c] & ω[x] & ω[y] ) ¡

23 + ∀ c ( ω[c] ⇒  ((&&&&c)*) … (⊕⊕⊕⊕ c) ) ¡

24 + ∀ c ( ω[c] ⇒  ((⊕⊕⊕⊕ c)*) … (&&&&c) ) ¡

25 + (&&&&0) … (Iω) ¡

26 + (&&&&1) … ((σ  ω)*) ¡

27 + ∀ c ( ω[c] ⇒  f (&&&&c) ) ¡

28 + ∀ c∀ x ( ≤[c,x] ⇒  ((&&&&c)´x) = (x-c) ) ¡

                       



29 + ∀ c ( ω[c] ⇒  ((&&&&c)D) ≡ (c ∞) ) ¡

30 + ∀ c ( ω[c] ⇒  1 (&&&&c) ) ¡

31 + ∀ G∀ n∀ i ( f G & ω[n] & ω[i] & (GD)[i] 
               ⇒  (((&&&&n) ° G)´(n+i)) = (G´i) ) ¡

32 D  ⊗⊗⊗⊗  ; (⊗⊗⊗⊗ c) ; ; (((⊗ ◊  c)  ω)  ω) ¡

33 + ∀ c∀ x∀ y ( ω[c] & (⊗⊗⊗⊗ c)[x,y] ⇔ (cxx) = y ) ¡

34 + ∀ c∀ x∀ y ( ω[c] & (⊗⊗⊗⊗ c)[x,y] ⇒  (cxx) = y ) ¡

35 + ∀ c∀ x∀ y ( (cxx) = y ⇒  (⊗⊗⊗⊗ c)[x,y] ) ¡

36 + ∀ c∀ x ( ω[c] & ω[x] ⇒  (⊗⊗⊗⊗ c)[x,(cxx)] ) ¡

37 + ∀ c∀ x∀ y ( ω[c] & (⊗⊗⊗⊗ c)[x,y] ⇒  ω[x] & ω[y] ) ¡

38 + (⊗⊗⊗⊗ 1) … (Iω) ¡

39 + ∀ c ( ω[c] ⇒  ((⊗⊗⊗⊗ c)D) ≡ ω ) ¡

40 + ∀ c ( ω[c] ⇒  f (⊗⊗⊗⊗ c) ) ¡

41 + ∀ c ( ω[c] ⇒  (⊗⊗⊗⊗ c) F ω ) ¡

42 + ∀ c∀ x ( ω[c] & ω[x] ⇒  ((⊗⊗⊗⊗ c)´x) = (cxx) ) ¡

43 + ∀ R∀ c∀ x ( ω[c] & ω[(R´x)] ⇒  ((R ° (⊗⊗⊗⊗ c))´x) = (cx(R´x)) )¡
!CHAPTER 11 THE FUNDAMENTAL THEOREMS OF ELEMENTARY ARITHMETIC¡

! 1. THE FIRST FUNDAMENTAL THEOREM OF ARITHMETIC (THE MINOR).  
Addition is repeated succession. ¡
1 + ∀ n∀ R∀ a ( ω[n] & ω[a] & (R´0) = a 
            & ∀ i ( <[i,n] ⇒  (R´(i')) = ((R´i)') )
            ⇒  (R´n) = (a+n) ) ¡
! 2. THE SECOND FUNDAMENTAL THEOREM OF ARITHMETIC (THE MAJOR).  
Multiplication is repeated addition. ¡
2 + ∀ n∀ R∀ a ( ω[n] & ω[a] & (R´0) = 0 
            & ∀ i ( <[i,n] ⇒  (R´(i+1)) = ((R´i)+a) )

            ⇒  (R´n) = (n x a) ) ¡

SECTION VI:  THE GREATEST COMMON DIVISOR
!CHAPTER 1 DIVISION¡

1 S | ;  n|m ; ∃ x (n x x) = m ¡

2 + ∀ n∀ m ( n|m ⇒  ω[n] & ω[m] ) ¡

3 + ∀ n∀ m ( n|m ⇒  ω[n] ) ¡

4 + ∀ n∀ m ( n|m ⇒  ω[m] ) ¡

5 + ∀ n∀ m ( n|m ⇒  ∃ x (x x n) = m ) ¡

6 + ∀ n∀ m∀ x ( (x x n) = m ⇒  n|m ) ¡

7 + ∀ n∀ m∀ x ( m = (x x n) ⇒  n|m ) ¡

8 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  n|(n x m) ) ¡

9 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  n|(m x n) ) ¡

10 + ∀ n ( ω[n] ⇒  n|n ) ¡

11 + ∀ n ( ω[n] ⇒  n|0 ) ¡

12 + ∀ n ( 0|n ⇒  n = 0 ) ¡

13 + ∀ n∀ m ( n|m & ¬ m = 0 ⇒  ¬ n = 0 ) ¡

14 + ∀ n ( ω[n] ⇒  1|n ) ¡

15 + ∀ n ( n|1 ⇒  n = 1 ) ¡

16 + 0|0 ¡
17 + 1|0 ¡
18 + 2|0 ¡

                       



19 + 1|1 ¡
20 + 1|2 ¡
21 + 2|2 ¡
22 + ∀ n∀ m (n|m ∨  ¬ n|m) ¡

23 + ∀ n∀ m∀ k ( n|m & m|n ⇒  n = m ) ¡

24 + ∀ n∀ m∀ k ( n|m & m|k ⇒  n|k ) ¡

25 + ∀ n∀ m∀ k ( n|m & n|k ⇒  n|(m + k) ) ¡

26 + ∀ n∀ m∀ k ( n|m & n|k & ≤[k,m] ⇒  n|(m - k) ) ¡

27 + ∀ n∀ m∀ k ( n|m & ω[k] ⇒  n|(m x k) ) ¡

28 + ∀ n∀ m∀ k ( n|m & ω[k] ⇒  n|(k x m) ) ¡

29 + ∀ n∀ a∀ b∀ x∀ y ( n|x & n|y & ω[a] & ω[b] ⇒  n|((axx) + (bxy)) )
¡

30 + ∀ n∀ a∀ b∀ x∀ y ( n|x & n|y & ≤[(bxy),(axx)] 
                   ⇒  n|((axx) - (bxy)) ) ¡

31 + ∀ n∀ m∀ k ( n|(m + k) & n|m ⇒  n|k ) ¡

32 + ∀ n∀ m∀ k ( n|(m + k) & n|k ⇒  n|m ) ¡

33 + ∀ n∀ m∀ k ( n|(m - k) & n|k ⇒  n|m ) ¡

34 + ∀ n∀ m∀ k ( n|(m - k) & n|m ⇒  n|k ) ¡

35 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( a = (b + c) & n|b & n|c ⇒  n|a ) ¡

36 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( a = (b + c) & n|a & n|b ⇒  n|c ) ¡

37 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( a = (b + c) & n|a & n|c ⇒  n|b ) ¡

38 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( (b + c) = a & n|b & n|c ⇒  n|a ) ¡

39 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( (b + c) = a & n|a & n|b ⇒  n|c ) ¡

40 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( (b + c) = a & n|a & n|c ⇒  n|b ) ¡

41 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( a = (b - c) & n|b & n|c ⇒  n|a ) ¡

42 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( a = (b - c) & n|a & n|b ⇒  n|c ) ¡

43 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( a = (b - c) & n|a & n|c ⇒  n|b ) ¡

44 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( (b - c) = a & n|b & n|c ⇒  n|a ) ¡

45 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( (b - c) = a & n|a & n|b ⇒  n|c ) ¡

46 + ∀ a∀ b∀ c∀ n ( (b - c) = a & n|a & n|c ⇒  n|b ) ¡

47 + ∀ n∀ m ( n|m & ¬ m = 0 ⇒  ≤[n,m] ) ¡

48 + ∀ n ( n|2 ⇒  n = 1 ∨  n = 2 ) ¡

49 + ∀ n ( n|2 ⇔ n = 1 ∨  n = 2 ) ¡

50 + ∀ n∀ m ( n|m & <[m,n] ⇒  m = 0 ) ¡

51 + ∀ n∀ m∀ q∀ r ( n = ((q x m) + r) & r = 0 ⇒  m|n ) ¡

52 + ∀ n∀ m∀ q∀ r ( n = ((q x m) - r) & r = 0 ⇒  m|n ) ¡

53 + ∀ n∀ m∀ q∀ r ( n = ((q x m) + r) & ¬ m|n ⇒  ¬ r = 0 ) ¡

54 + ∀ n∀ m∀ q∀ r ( n = ((q x m) - r) & ¬ m|n ⇒  ¬ r = 0 ) ¡

55 + ∀ n∀ m∀ q∀ r ( n = ((q x m) + r) & <[r,m] & m|n ⇒  r = 0 ) ¡

56 + ∀ P ( ƒ P & P ⊆  ω & ¬ P[0]  
          ⇒  ∃ x (ω[x] & ¬ x = 0 & ∀ y (P[y] ⇒  y|x)) ) ¡

57 + ∀ P ( ƒ P & P ⊆  ω & ¬ P[0] & ¬ P[1] 
          ⇒  ∃ x (ω[x] & ¬ x = 1 & ∀ y (P[y] ⇒  ¬ y|x)) ) ¡

!CHAPTER 2 FINITE INTERVALS¡
1 D  _ ; (b _ c) ; ; {a : ≤[b,a] & ≤[a,c]} ¡

2 + ∀ b∀ c∀ x ( (b _ c)[x] ⇔ ≤[b,x] & ≤[x,c] ) ¡

                       



3 + ∀ b∀ c∀ x ( (b _ c)[x] ⇒  ≤[b,x] & ≤[x,c] ) ¡

4 + ∀ b∀ c∀ x ( ≤[b,x] & ≤[x,c] ⇒  (b _ c)[x] ) ¡

5 + ∀ b∀ c∀ x ( (b _ c)[x] ⇒  ≤[b,x] ) ¡

6 + ∀ b∀ c∀ x ( (b _ c)[x] ⇒  ≤[x,c] ) ¡

7 + ∀ b∀ c ( ≤[b,c] ⇒  (b _ c)[b] ) ¡

8 + ∀ b∀ c ( ≤[b,c] ⇒  (b _ c)[c] ) ¡

9 + ∀ b∀ c∀ x ( <[x,b] ⇒  ¬ (b _ c)[x] ) ¡

10 + ∀ b∀ c∀ x ( <[c,x] ⇒  ¬ (b _ c)[x] ) ¡

11 + ∀ b∀ c ¬ ((b+1) _ c)[b] ¡

12 + ∀ b∀ c ¬ (b _ c)[(c+1)] ¡

13 + ∀ b∀ c ( ¬ (b _ c) ≡ φ ⇒  ≤[b,c] ) ¡

14 + ∀ b∀ c ( ≤[b,c] ⇒  ¬ (b _ c) ≡ φ ) ¡

15 + ∀ b∀ c ( ¬ (b _ c) ≡ φ ⇔ ≤[b,c] ) ¡

16 + ∀ b∀ c ( ¬ ≤[b,c] ⇒  (b _ c) ≡ φ ) ¡

17 + ∀ b∀ c ( <[c,b] ⇒  (b _ c) ≡ φ ) ¡

18 + (1 _ 0) ≡ φ ¡

19 + ∀ b∀ c ( ¬ (b _ c) ≡ φ ⇒  ω[b] & ω[c] ) ¡

20 + ∀ b∀ c ( ¬ ω[b] ⇒  (b _ c) ≡ φ ) ¡

21 + ∀ b∀ c ( ¬ ω[c] ⇒  (b _ c) ≡ φ ) ¡

22 + ∀ b∀ c∀ x ( (b _ c)[x] ⇒  ω[x] ) ¡

23 + ∀ b∀ c (b _ c) ⊆  ω ¡

24 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( ≤[c,a] & ≤[b,d] ⇒  (a _ b) ⊆  (c _ d) ) ¡

25 + ∀ a∀ b∀ c( ≤[b,c] ⇒  (a _ b) ⊆  (a _ c) ) ¡

26 + ∀ a∀ b∀ c ( ≤[c,a] ⇒  (a _ b) ⊆  (c _ b) ) ¡

27 + ∀ a∀ b∀ c ( ≤[a,(c+1)] & ≤[c,b] 
              ⇒  ((a _ c) ∪  ((c+1) _ b)) ⊆  (a _ b) ) ¡

28 + ∀ a∀ b∀ c ( ω[c] ⇒  (a _ b) ⊆  ((a _ c) ∪  ((c+1) _ b)) ) ¡

29 + ∀ a∀ b∀ c ( ≤[a,(c+1)] & ≤[c,b] 
              ⇒  ((a _ c) ∪  ((c+1) _ b)) ≡ (a _ b) ) ¡

30 + ∀ b ( ω[b] ⇒  (b _ b) ≡ (b•) ) ¡

31 + (1 _ 1) ≡ (1•) ¡

32 + ∀ b∀ c ( ≤[b,c] ⇒  (((b+1) _ c) ∪  (b•)) ≡ (b _ c) ) ¡

33 + ∀ b∀ c ( ≤[b,(c+1)] ⇒  ((b _ c) ∪  ((c+1)•)) ≡ (b _ (c+1)) )
¡

34 + ∀ b∀ c ( ω[b] ⇒  ((b+1) _ c) ≡ ((b _ c) \ (b•)) ) ¡

35 + ∀ a∀ b∀ c∀ d ( <[b,c] ⇒  ((a _ b) ∩ (c _ d)) ≡ φ ) ¡

36 + ∀ a∀ b∀ c ( ≤[a,(c+1)] & ≤[c,b]
               ⇒  ((a _ c) ∪  ((c+1) _ b)) ≡ (a _ b)
                  & ((a _ c) ∩ ((c+1) _ b)) ≡ φ ) ¡

37 + ∀ A∀ B∀ a∀ b ( ω[a] & ω[b] & A ≡ (1 _ a) & B ≡ ((a+1) _ (a+b))
                 ⇒  (A ∪  B) ≡ (1 _ (a+b)) & (A ∩ B) ≡ φ ) ¡

38 + ∀ n∀ P ( P ⊆  (0 _ n) & ¬ P[0] ⇒  P ⊆  (1 _ n) ) ¡

39 + ∀ P∀ b∀ c∀ x ( P ⊆  (b _ c) & P[x] ⇒  P ⊆  ω & ¬ P ≡ φ ) ¡

40 + ∀ n∀ P ( ∀ y (P[y] ⇒  ≤[y,n]) ⇒  P ⊆  (0 _ n) ) ¡

41 + ∀ a∀ b∀ c ( ≤[a,b] ⇒  (b _ c) ⊆  (a ∞) ) ¡

42 + ∀ b∀ c ( ω[b] ⇒  ((b+1) _ c) ⊆  (b ∞) ) ¡

43 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ω[k] & (n _ m)[x] ⇔ ((n+k) _ (m+k))[(x+k)] ) ¡
                       



44 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ω[k] & (n _ m)[x] ⇒  ((n+k) _ (m+k))[(x+k)] ) ¡

45 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ((n+k) _ (m+k))[(x+k)] ⇒  (n _ m)[x] ) ¡

46 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( (n _ m)[(x-k)] ⇒  ((n+k) _ (m+k))[x] ) ¡

47 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ((n+k) _ (m+k))[x] ⇒  (n _ m)[(x-k)] ) ¡

48 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( (n _ m)[(x-k)] ⇔ ((n+k) _ (m+k))[x] ) ¡

49 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ≤[k,n] & (n _ m)[x] ⇔ ((n-k) _ (m-k))[(x-k)] )
¡

50 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ≤[k,n] & (n _ m)[x] ⇒  ((n-k) _ (m-k))[(x-k)] )
¡

51 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ((n-k) _ (m-k))[(x-k)] ⇒  (n _ m)[x] ) ¡

52 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ≤[k,n] & (n _ m)[(x+k)] ⇒  ((n-k) _ (m-k))[x] )
¡

53 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ((n-k) _ (m-k))[x] ⇒  ≤[k,n] & (n _ m)[(x+k)] )
¡

54 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ≤[k,n] & (n _ m)[(x+k)] ⇔ ((n-k) _ (m-k))[x] )
¡

55 + ∀ n∀ m∀ k∀ x ( ((n-k) _ (m-k))[x] ⇒  (n _ m)[(x+k)] ) ¡

56 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] ⇒  (n _ m) ~ ((n+k) _ (m+k)) )
¡

57 + ∀ n∀ m∀ F ( (FD) ≡ ((n+1) _ m) & ≤[n,m] 
               ⇒  ( ((⊕⊕⊕⊕ n) ° F)D ) ≡ (1 _ (m-n)) ) ¡

58 + ∀ n ( ω[n] ⇒  n[n,(1 _ n)] ) ¡

59 + ∀ n ( ω[n] ⇒  n[(n+1),(0 _ n)] ) ¡

60 + ∀ n∀ m ( ≤[n,m] ⇒  n[((m-n)+1),(n _ m)] ) ¡

61 + ∀ b∀ c ƒ (b _ c) ¡

62 + ∀ P∀ b∀ c ( P ⊆  (b _ c) ⇒  ƒ P ) ¡

63 + ∀ P∀ b∀ c∀ x ( P ⊆  (b _ c) & P[x] ⇒  P ⊆  ω & ¬ P ≡ φ & ƒ P )
¡

64 + ∀ P ( ∃ x∀ y(ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,x]) ⇒  ƒ (ω ∩ P) ) ¡
!CHAPTER 3 THE LEAST NATURAL NUMBER¡

1 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ 
         ⇒  ∃ a (ω[a] & P[a] & ∀ y (ω[a] & P[a] ⇒  ≤[a,y])) ) ¡

2 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ 
         ⇒  ∀ a∀ b ( ( ω[a] & P[a] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[a,y]) ) 
                   & ( ω[b] & P[b] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[b,y]) ) 
                   ⇒  a = b ) ) ¡

3 T µ ; (µP) ; ¬ (ω ∩ P) ≡ φ  ; 
        ( ω[a] & P[a] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[a,y]) ) ¡

4 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ 
          ⇒  ω[(µP)] & P[(µP)] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[(µP),y]) )

¡
5 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ ⇒  ω[(µP)] ) ¡

6 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ ⇒  P[(µP)] ) ¡

7 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ ⇒  ω[(µP)] & P[(µP)] )¡
8 + ∀ P∀ y ( ω[y] & P[y] ⇒  ≤[(µP),y] ) ¡

9 + ∀ P∀ y ( <[y,(µP)] ⇒  ¬ P[y] ) ¡

10 + ∀ P∀ a ( ω[a] & P[a] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[a,y]) 
             ⇒  (µP) = a ) ¡

11 + ∀ P∀ Q ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & P ⊆  Q ⇒  ≤[(µQ),(µP)] ) ¡

                       



12 + ∀ P∀ Q ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & P ≡ Q ⇒  (µP) = (µQ) ) ¡

13 + ∀ P∀ Q ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & Q ≡ P ⇒  (µP) = (µQ) ) ¡

14 + ∀ n∀ P∀ Q ( (µP) = n & P ≡ Q ⇒  (µQ) = n ) ¡

15 + ∀ n∀ P∀ Q ( (µP) = n & Q ≡ P ⇒  (µQ) = n ) ¡

16 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q & P[(µQ)] ⇒  (µP) = (µQ) ) ¡

17 + ∀ n∀ P∀ Q ( P ⊆  Q & P[n] & (µQ) = n ⇒  (µP) = n ) ¡

18 + ∀ P∀ Q ( ≤[(µP),(µQ)] ⇒  (µ(P ∪  Q)) = (µP) ) ¡

19 + ∀ P∀ Q ( ≤[(µP),(µQ)] ⇒  (µ(Q ∪  P)) = (µP) ) ¡

20 + ∀ P ( P[0] ⇒  (µP) = 0 ) ¡

21 + ∀ b∀ c ( ≤[b,c] ⇒  (µ(b _ c)) = b ) ¡

22 + ∀ P∀ b∀ c ( P ⊆  (b _ c) & P[b] ⇒  (µP) = b ) ¡

23 + ∀ a ( ω[a] ⇒  (µ(a•)) = a ) ¡

24 + ∀ P ( ¬ ∃ m (µP) = m ⇒  ∀ n ( ω[n] ⇒  ¬ P[n] ) ) ¡
!CHAPTER 4 THE GREATEST NATURAL NUMBER¡

1 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) 
         ⇒  ∃ a ( ω[a] & P[a] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,a]) ) ) ¡

2 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) 
         ⇒  ∀ a∀ b ( ( ω[a] & P[a] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,a]) ) 
                    & ( ω[b] & P[b] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,b]) ) 
                    ⇒  a = b ) ) ¡

3 T χ ; (χP) ; ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) ; 
        ( ω[a] & P[a] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,a]) ) ¡

4 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P)
         ⇒  ω[(χP)] & P[(χP)] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,(χP)]) )¡
5 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) ⇒  ω[(χP)] ) ¡

6 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) ⇒  P[(χP)] ) ¡

7 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) ⇒  ω[(χP)] & P[(χP)] ) ¡

8 + ∀ P∀ y ( ƒ (ω ∩ P) & ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,(χP)] ) ¡

9 + ∀ P∀ y ( <[(χP),y)] ⇒  ¬ P[y] ) ¡

10 + ∀ P ( P ⊆  ω & ¬ P ≡ φ & ƒ P 
          ⇒  ω[(χP)] & P[(χP)] & ∀ y (P[y] ⇒  ≤[y,(χP)]) ) ¡

11 + ∀ P ( P ⊆  ω & ¬ P ≡ φ & ƒ P ⇒  ω[(χP)] ) ¡

12 + ∀ P ( P ⊆  ω & ¬ P ≡ φ & ƒ P ⇒  P[(χP)] ) ¡

13 + ∀ P ( P ⊆  ω & ¬ P ≡ φ & ƒ P ⇒  ω[(χP)] & P[(χP)] ) ¡

14 + ∀ P∀ a ( ω[a] & P[a] & ∀ y (ω[y] & P[y] ⇒  ≤[y,a]) 
             ⇒  (χP) = a ) ¡

15 + ∀ P∀ Q ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ Q) & P ⊆  Q ⇒  ≤[(χP),(χQ)] )
¡

16 + ∀ P∀ Q ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) & P ≡ Q ⇒  (χP) = (χQ) )
¡

17 + ∀ P∀ Q ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) & Q ≡ P ⇒  (χP) = (χQ) )
¡

18 + ∀ P∀ Q∀ n ( (χP) = n & P ≡ Q ⇒  (χQ) = n ) ¡

19 + ∀ P∀ Q∀ n ( (χP) = n & Q ≡ P ⇒  (χQ) = n ) ¡

20 + ∀ P∀ Q ( P ⊆  Q & P[(χQ)] ⇒  (χP) = (χQ) ) ¡

21 + ∀ P∀ Q∀ n ( P ⊆  Q & P[n] & (χQ) = n ⇒  (χP) = n ) ¡

22 + ∀ P∀ Q ( ≤[(χP),(χQ)] ⇒  (χ(P ∪  Q)) = (χQ) ) ¡

23 + ∀ P∀ Q ( ≤[(χP),(χQ)] ⇒  (χ(Q ∪  P)) = (χQ) ) ¡

                       



24 + ∀ b∀ c ( ≤[b,c] ⇒  (χ(b _ c)) = c ) ¡

25 + ∀ P∀ b∀ c ( P ⊆  (b _ c) & P[c] ⇒  (χP) = c ) ¡

26 + ∀ a ( ω[a] ⇒  (χ(a•)) = a ) ¡

27 + ∀ P ( ¬ (ω ∩ P) ≡ φ & ƒ (ω ∩ P) ⇒  ≤[(µP),(χP)] ) ¡
!CHAPTER 5 THE GREATEST COMMMON DIVISOR¡

1 D  δ ; (δ n m) ; ; {a : a|n & a|m } ¡

2 + ∀ n∀ m∀ x ( (δ n m)[x] ⇔ x|n & x|m ) ¡

3 + ∀ n∀ m∀ x ( (δ n m)[x] ⇒  x|n & x|m ) ¡

4 + ∀ n∀ m∀ x ( x|n & x|m ⇒  (δ n m)[x] ) ¡

5 + ∀ n∀ m∀ x ( (δ n m)[x] ⇒  x|n ) ¡

6 + ∀ n∀ m∀ x ( (δ n m)[x] ⇒  x|m ) ¡

7 + ∀ n∀ m∀ x ( (δ n m)[x] ⇒  ω[x] ) ¡

8 + ∀ n∀ m (δ n m) ⊆  ω ¡

9 + ∀ n∀ m (δ n m) ⊆  (δ m n) ¡

10 + ∀ n∀ m (δ n m) ≡ (δ m n) ¡

11 + ∀ n∀ m ( ¬ (δ n m) ≡ φ ⇒  ω[n] & ω[m] ) ¡

12 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  (δ n m)[1] ) ¡

13 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] ⇒  ¬ (δ n m) ≡ φ ) ¡

14 + ∀ n∀ m ( ¬ ω[n] ⇒  (δ n m) ≡ φ ) ¡

15 + ∀ n∀ m ( ¬ ω[n] ⇒  (δ m n) ≡ φ ) ¡

16 + (δ 0 0) ≡ ω ¡

17 + ∀ n∀ m ( ¬ n = 0 ⇒  (δ n m) ⊆  (1 _ n) ) ¡

18 + ∀ n∀ m ( ¬ n = 0 ⇒  (δ m n) ⊆  (1 _ n) ) ¡

19 + ∀ n∀ m ( ¬ n = 0 ⇒  ƒ (δ n m) ) ¡

20 + ∀ n∀ m ( ¬ n = 0 ⇒  ƒ (δ m n) ) ¡

21 + ∀ n∀ m ( ¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0 ⇒  ƒ (δ n m) ) ¡

22 + ∀ n∀ m ( n|m ⇒  (δ n m)[n] ) ¡

23 + ∀ n∀ m ( n|m ⇒  (δ m n)[n] ) ¡

24 + ∀ n∀ m∀ k ( n|k ⇒  (δ n m) ⊆  (δ k m) ) ¡

25 + ∀ n∀ m∀ k ( m|k ⇒  (δ n m) ⊆  (δ n k) ) ¡

26 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) 
            ⇒  (δ n m) ⊆  ω & ¬ (δ n m) ≡ φ & ƒ (δ n m) ) ¡

27 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) 
         ⇒  ¬ (ω ∩ (δ n m)) ≡ φ & ƒ (ω ∩ (δ n m)) ) ¡

28 D  ∆ ; (n ∆ m) ; ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) ; 
   (χ(δ n m)) ¡

29 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) 
             ⇒  ω[(n ∆ m)] & (δ n m)[(n ∆ m)] 
                & ∀ y ((δ n m)[y] ⇒  ≤[y,(n ∆ m)]) ) ¡

30 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) ⇒  ω[(n ∆ m)] )
¡

31 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) 
             ⇒  (n ∆ m)|n & (n ∆ m)|m ) ¡

32 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) ⇒  (n ∆ m)|n ) ¡

33 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) ⇒  (n ∆ m)|m ) ¡

34 + ∀ n∀ m∀ k ( (n ∆ m) = n ⇒  n|m ) ¡

35 + ∀ n∀ m∀ k ( (n ∆ m) = m ⇒  m|n ) ¡

                       



36 + ∀ n∀ m∀ a∀ b ( ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) & ω[a] & ω[b]
                 ⇒  (n ∆ m)|((axn) + (bxm)) )¡
37 + ∀ n∀ m∀ a∀ b ( ≤[(bxm),(axn)] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0)
                 ⇒  (n ∆ m)|((axn) - (bxm)) )¡
38 + ∀ n∀ m∀ t ( ∃ c∃ d t = ((cxn) - (dxm)) & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0)
               ⇒  (n ∆ m)|t ) ¡

39 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & ¬ n = 0 ⇒  ≤[(n ∆ m),n] ) ¡

40 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & ¬ m = 0 ⇒  ≤[(n ∆ m),m] ) ¡

41 + ∀ n∀ m∀ y ( y|n & y|m & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) ⇒  ≤[y,(n ∆ m)] )
¡

42 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) 
            ⇒  (m ∆ n) = (n ∆ m) ) ¡

43 + ∀ n∀ m∀ k ( k|n & k|m & ≤[(n ∆ m),k] ⇒  (n ∆ m) = k ) ¡

44 + ∀ n∀ m∀ k ( k|n & k|m & (n ∆ m)|k ⇒  (n ∆ m) = k ) ¡

45 + ∀ n∀ m ( n|m & ¬ n = 0 ⇒  (n ∆ m) = n ) ¡

46 + ∀ n∀ m ( n|m & ¬ n = 0 ⇒  (m ∆ n) = n ) ¡

47 + ∀ n ( ω[n] & ¬ n = 0 ⇒  (n ∆ 0) = n ) ¡

48 + ∀ n ( ω[n] & ¬ n = 0 ⇒  (0 ∆ n) = n ) ¡

49 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (n ∆ 1) = 1 ) ¡

50 + ∀ n ( ω[n] ⇒  (1 ∆ n) = 1 ) ¡

51 + ∀ n∀ m ( ω[n] & ω[m] & ¬ n = 0 
            ⇒  ∃ c∃ d (n ∆ m) = ((cxn) - (dxm)) ) ¡

52 + ∀ n∀ m∀ k ( k|n & k|m & ¬ n = 0 ⇒  k|(n ∆ m) ) ¡

53 + ∀ n∀ m∀ k ( k|n & k|m & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) ⇒  k|(n ∆ m) )¡
54 + ∀ n∀ m∀ k ( n|(m x k) & (n ∆ m) = 1 & ¬ n = 0 ⇒  n|k ) ¡

55 + ∀ n∀ m∀ k ( n|(m x k) & (n ∆ m) = 1 ⇒  n|k ) ¡

56 + ∀ a∀ b∀ q∀ r ( ¬ b = 0 & a = ((qxb) + r) 
                 ⇒  (a ∆ b) = (b ∆ r) ) ¡

SECTION VII:  THE EUCLIDEAN ALGORITHM
!CHAPTER 1 FINITE SEQUENCES¡

1 S θ ; θ F ; ∃ n ( ω[n] & F F (1 _ n) ) ¡

2 + ∀ F ( θ F ⇒  f F ) ¡

3 + ∀ F ( θ F ⇒  ∃ a ( ω[a] & (FD) ≡ (1 _ a) ) ) ¡

4 + ∀ F ( θ F ⇒  ∃ n (FD) ≡ (1 _ n) ) ¡

5 + ∀ F ( θ F ⇒  (FD) ⊆  ω ) ¡

6 + ∀ F ( θ F ⇒  ∃ n (ω[n] & n[n,(FD)]) ) ¡

7 + ∀ F ( θ F ⇒  ƒ (FD) ) ¡

8 + ∀ F∀ G ( θ F & F … G ⇒  θ G ) ¡

9 + ∀ F∀ G ( θ F & G … F ⇒  θ G ) ¡

10 + ∀ n∀ F ( F F (1 _ n) ⇒  θ F ) ¡

11 + ∀ n∀ F ( (FD) ≡ (1 _ n) & f F ⇒  θ F ) ¡

12 + ∀ F∀ G∀ i ( θ F & F … G & (FD)[i] ⇒  (F´i) = (G´i) ) ¡

13 + θ Φ ¡

14 + ∀ a θ (1 Â a) ¡

15 + ∀ F∀ c ( θ F & ω[c] ⇒  f ((&&&&c) ° F) ) ¡

16 + ∀ F ( θ F ⇒  ∀ a∀ b ( ( ω[a] & (FD) ≡ (1 _ a) ) 

                       



                         & ( ω[b] & (FD) ≡ (1 _ b) ) 
                         ⇒  a = b ) ) ¡

17 T  λ ; (λF) ; θ F ; ( ω[a] & (FD) ≡ (1 _ a) ) ¡

18 + ∀ n∀ F ( θ F & ω[n] & (FD) ≡ (1 _ n) ⇒  (λF) = n ) ¡

19 + ∀ n∀ F ( (FD) ≡ (1 _ n) & f F & ω[n] ⇒  (λF) = n ) ¡

20 + ∀ F ( θ F ⇒  ω[(λF)] & (FD) ≡ (1 _ (λF)) ) ¡

21 + ∀ F ( θ F ⇒  ω[(λF)] ) ¡

22 + ∀ n∀ F ( (λF) = n ⇒  ω[n] ) ¡

23 + ∀ F ( θ F ⇒  (FD) ≡ (1 _ (λF)) ) ¡

24 + ∀ n∀ F ( (λF) = n ⇒  (FD) ≡ (1 _ n) ) ¡

25 + ∀ F∀ x ( θ F & (FD)[x] ⇒  (1 _ (λF))[x] ) ¡

26 + ∀ F∀ x∀ y ( θ F & F[x,y] ⇒  (1 _ (λF))[x] )¡
27 + ∀ F∀ x ( (1 _ (λF))[x] ⇒  θ F ) ¡

28 + ∀ F∀ a∀ x ( θ F & (FD)[x] ⇒  ≤[1,x] & ≤[x,(λF)] ) ¡

29 + ∀ F∀ a∀ i ( θ F & (F´i) = a ⇒  ≤[1,i] & ≤[i,(λF)] ) ¡

30 + ∀ F∀ a∀ i ( θ F & (F´i) = a ⇒  ≤[i,(λF)] ) ¡

31 + ∀ F∀ x ( (1 _ (λF))[x] ⇒  (FD)[x] ) ¡

32 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G & (FD) ≡ (GD) ⇒  (λF) = (λG) ) ¡

33 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G & (GD) ≡ (FD) ⇒  (λF) = (λG) ) ¡

34 + ∀ F∀ G ( θ F & F … G ⇒  (λF) = (λG) ) ¡

35 + ∀ F∀ G ( θ F & G … F ⇒  (λF) = (λG) ) ¡

36 + ∀ n∀ F∀ G ( (λF) = n & F … G ⇒  (λG) = n ) ¡

37 + ∀ n∀ F∀ G ( (λF) = n & G … F ⇒  (λG) = n ) ¡

38 + ∀ F∀ n∀ m ( ≤[m,n] & (λF) = n ⇒  ( λ(F  (1 _ m)) ) = m ) ¡

39 + ∀ F∀ n ( f F & ω[n] & (1 _ n) ⊆  (FD)   
             ⇒  ∃ G ( (λG) = n 
                     & ∀ i (≤[1,i] & ≤[i,n] ⇒  (G´i) = (F´i)) ) )

¡
40 + ∀ F∀ G ( F … G & (1 _ (λF))[i] ⇒  (F´i) = (G´i) ) ¡

41 + ∀ F∀ G ( (λF) = (λG) & ∀ i ((1 _ (λF))[i] ⇒  (F´i) = (G´i))

             ⇒  F … G ) ¡

42 + ∀ F∀ G ( (λF) = (λG) 
             & ∀ i (≤[1,i] & ≤[i,(λF)] ⇒  (F´i) = (G´i))

             ⇒  F … G ) ¡

43 + ∀ F∀ G ( (λF) = 1 & (λG) = 1 & (F´1) = (G´1) ⇒  F … G ) ¡

44 + ∀ F∀ G ( (λF) = 2 & (λG) = 2 & (F´1) = (G´1) & (F´2) = (G´2) 
             ⇒  F … G ) ¡

45 + ∀ F∀ G ( (λF) = 3 & (λG) = 3 & (F´1) = (G´1) & (F´2) = (G´2)
             & (F´3) = (G´3) 
             ⇒  F … G ) ¡

46 + (λΦ) = 0 ¡

47 + ∀ F ( F … Φ ⇒  (λF) = 0 ) ¡

48 + ∀ a (λ(1 Â a)) = 1 ¡

49 + ∀ F∀ a ( F … (1 Â a) ⇒  (λF) = 1 ) ¡

50 + ∀ F ( (λF) = 0 ⇒  (FD) ≡ φ ) ¡

51 + ∀ F ( (λF) = 0 ⇒  F … Φ ) ¡

52 + ∀ F ( (λF) = 1 ⇒  ∃ b F … (1 Â b) ) ¡

                       



53 + ∀ a∃ F ( (λF) = 1 & (F´1) = a ) ¡

54 + ∀ n∀ m∀ F ( ≤[m,n] & (λF) = n
               ⇒  (λ ((⊕⊕⊕⊕ m) ° (F  ((m+1) _ n))) ) = (n-m) ) ¡

55 + ∀ G∀ c ( θ G & ω[c] 
            ⇒  (((&&&&c) ° G)D) ≡ ((c+1) _ (c+(λG))) ) ¡

56 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G 
            ⇒  ((FD) ∪  (((&&&&(λF)) ° G)D)) ≡ (1 _ ((λF)+(λG))) 
               & ((FD) ∩ (((&&&&(λF)) ° G)D)) ≡ φ ) ¡

57 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G 
            ⇒  ((FD) ∪  (((&&&&(λF)) ° G)D)) 
               ≡ (1 _ ((λF)+(λG))) ) ¡

58 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G ⇒  ((FD) ∩ (((&&&&(λF)) ° G)D)) ≡ φ ) ¡
!CHAPTER 2 CONCATENATION¡

1 D  ^ ; (F^G) ; ; ( F Ú ((&&&&(λF)) ° G) ) ¡

2 + ∀ F∀ G∀ H ( θ F & F … G ⇒  (F^H) … (G^H) ) ¡

3 + ∀ F∀ G∀ H ( θ G & F … G ⇒  (F^H) … (G^H) ) ¡

4 + ∀ F∀ G∀ H ( F … G ⇒  (H^F) … (H^G) ) ¡

5 + ∀ F∀ G∀ H∀ I ( θ F & F … G & I … (F^H) ⇒  I … (G^H) ) ¡

6 + ∀ F∀ G∀ H∀ I ( θ F & F … G & (F^H) … I ⇒  (G^H) … I ) ¡

7 + ∀ F∀ G∀ H∀ I ( F … G & I … (H^F) ⇒  I … (H^G) ) ¡

8 + ∀ F∀ G∀ H∀ I ( F … G & (H^F) … I ⇒  (H^G) … I ) ¡

9 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G ⇒  ((F^G)D) ≡ ( 1 _ ((λF)+(λG)) ) ) ¡

10 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G ⇒  f (F^G) ) ¡

11 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G ⇒  (λ(F^G)) = ((λF)+(λG)) ) ¡

12 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G ⇒  ≤[(λF),(λ(F^G))] ) ¡

13 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G ⇒  ≤[(λG),(λ(F^G))] ) ¡

14 + ∀ F∀ G ( θ F & θ G ⇒  θ (F^G) ) ¡

15 + ∀ F∀ G∀ i ( θ G & (1 _ (λF))[i] ⇒  ((F^G)´i) = (F´i) ) ¡

16 + ∀ F∀ G∀ i ( θ G & ≤[1,i] & ≤[i,(λF)] ⇒  ((F^G)´i) = (F´i) ) ¡

17 + ∀ F∀ G∀ n∀ i ( (1 _ (λG))[i] & (λF) = n 
                 ⇒  ((F^G)´(n+i)) = (G´i) ) ¡

18 + ∀ F∀ G∀ i ( θ F & (1 _ (λG))[i] ⇒  ((F^G)´((λF)+i)) = (G´i) )
¡

19 + ∀ F∀ G∀ i ( θ F & ≤[1,i] & ≤[i,(λG)] 
               ⇒  ((F^G)´((λF)+i)) = (G´i) ) ¡

20 + ∀ F∀ G∀ i ( θ G & <[(λF),i] & ≤[i,(λ(F^G))] 
              ⇒  ((F^G)´i) = (G´(i-(λF))) ) ¡

21 + ∀ F∀ G∀ H ( (λF) = ((λG)+(λH)) 
               & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,(λG)] ⇒  (F´i) = (G´i) )
               & ∀ i ( <[(λG),i] & ≤[i,(λF)] 
                      ⇒  (F´i) = (H´(i-(λG))) )
               ⇒  F … (G^H) ) ¡

22 + ∀ F∀ G∀ H ( (λF) = ((λG)+(λH)) 
              & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,(λG)] ⇒  (F´i) = (G´i) )
              & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,(λH)] ⇒  (F´((λG)+i)) = (H´i) )
              ⇒  F … (G^H) ) ¡

23 + ∀ F∀ a ( θ F ⇒  (((1 Â a)^F)´1) = a ) ¡

24 + ∀ F∀ a∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,(λF)]
                       



               ⇒  (((1 Â a)^F)´(i+1)) = (F´i) ) ¡

25 + ∀ F∀ G∀ a∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,(λF)] & G … ((1 Â a)^F)
                 ⇒  (G´(i+1)) = (F´i) ) ¡

26 + ∀ F∀ a∀ i ( θ F & (F´i) = a ⇒  (((1 Â a)^F)´(i+1)) = a ) ¡

27 + ∀ F∀ G∀ a∀ b∀ i ( θ F & G … ((1 Â a)^F) & (G´(i+1)) = b & ≤[1,i]
                   ⇒  (F´i) = b ) ¡

28 + ∀ F∀ a∀ n ( (λF) = n 
               ⇒  (λ((1 Â a)^F)) = (n+1) 
                  & (((1 Â a)^F)´1) = a
                  & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,n] 
                         ⇒  (((1 Â a)^F)´(i+1)) = (F´i) ) ) ¡

29 + ∀ F∀ a∀ n ( (λF) = n 
               ⇒  (λ(F^(1 Â a))) = (n+1) 
                  & ((F^(1 Â a))´(n+1)) = a ) ¡
30 + ∀ F ( θ F ⇒  (F^Φ) … F ) ¡

31 + ∀ F ( θ F ⇒  (Φ^F) … F ) ¡

32 + ∀ F∀ G∀ H ( θ F & θ G & θ H ⇒  (F^(G^H)) … ((F^G)^H) ) ¡

33 + ∀ F∀ n∀ m ( ≤[m,n] & (λF) = n 
               ⇒  ∃ G∃ H ( (λG) = m & (λH) = (n-m) & F … (G^H) ) )

¡
34 + ∀ F∀ n∀ m ( ≤[m,n] & (λF) = n 
               ⇒  ∃ G∃ H ( (λG) = (n-m) & (λH) = m & F … (G^H) ) )

¡
35 + ∀ F∀ n ( ≤[1,n] & (λF) = n 
             ⇒  ∃ g∃ H ( (λH) = (n-1) & F … ((1 Â g)^H) ) ) ¡

36 + ∀ F∀ a∀ n ( (F´1) = a & (λF) = n 
               ⇒  ∃ H ( (λH) = (n-1) & F … ((1 Â a)^H) ) ) ¡

37 + ∀ F∀ n ( ≤[1,n] & (λF) = n 
         ⇒  ∃ G∃ h ( (λG) = (n-1) & F … (G^(1 Â h)) ) ) ¡

38 + ∀ a∀ b∃ F ( (λF) = 2 & (F´1) = a & (F´2) = b ) ¡

39 + ∀ a∀ b∀ c∃ F ( (λF) = 3 & (F´1) = a & (F´2) = b & (F´3) = c )
¡

!CHAPTER 3 THE EUCLIDEAN ALGORITHM¡
1 + ∀ n ( ω[n] 
       ⇒  ∀ a∀ b ( ≤[a,n] & <[0,b] & ≤[b,a] 
                 ⇒  ∃ Q∃ R∃ c ( (λQ) = c
                             & (λR) = (c+2) 
                             & (R´1) = a 
                             & (R´2) = b 
                             & (R´(c+1)) = (a ∆ b) 
                             & (R´(c+2)) = 0
                             & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,c] ⇒  
                                    (R´i) 
                                     = ( ((Q´i) x (R´(i+1))) 
                                         + (R´(i+2)) )
                                     & <[(R´(i+2)),(R´(i+1))] )
                             & ∀ S∀ T∀ d
                               ( (λS) = d 
                                 & (λT) = (d+2) 
                                 & (T´1) = a 
                                 & (T´2) = b  

                       



                                 & (T´(d+2)) = 0
                                 & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,d] ⇒  
                                        (T´i) 
                                         = ( ((S´i) x (T´(i+1))) 
                                             + (T´(i+2)) )
                                         & <[(T´(i+2)),(T´(i+1))]
                                       )
                                 ⇒  Q … S & R … T ) ) ) ) ¡

2 + ∀ a∀ b ( <[0,b] & ≤[b,a] 
         ⇒  ∃ Q∃ R∃ c ( (λQ) = c
                     & (λR) = (c+2) 
                     & (R´1) = a 
                     & (R´2) = b 
                     & (R´(c+1)) = (a ∆ b) 
                     & (R´(c+2)) = 0
                     & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,c] 
                            ⇒  (R´i) = ( ((Q´i) x (R´(i+1))) 
                                         + (R´(i+2)) )
                               & <[(R´(i+2)),(R´(i+1))] )
                     & ∀ S∀ T∀ d
                       ( (λS) = d 
                         & (λT) = (d+2) 
                         & (T´1) = a 
                         & (T´2) = b  
                         & (T´(d+2)) = 0
                         & ∀ i (  ≤[1,i] & ≤[i,d] 
                                 ⇒  (T´i) 

                                    = ( ((S´i) x (T´(i+1))) 
                                        + (T´(i+2)) )
                                     & <[(T´(i+2)),(T´(i+1))] )
                         ⇒  Q … S & R … T ) ) ) ¡

3 + ∀ a∀ b ( <[0,b] & ≤[b,a] 
         ⇒  ∃ Q∃ R∃ c ( (λQ) = c
                     & (λR) = (c+2) 
                     & (R´1) = a 
                     & (R´2) = b 
                     & (R´(c+1)) = (a ∆ b) 
                     & (R´(c+2)) = 0
                     & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,c] 
                            ⇒  (R´i) = ( ((Q´i) x (R´(i+1))) 
                                         + (R´(i+2)) )
                               & <[(R´(i+2)),(R´(i+1))] ) ) ) ¡
4 + ∀ a∀ b∀ Q∀ R∀ S∀ T∀ c∀ d 
       ( <[0,b] & ≤[b,a]
         & (λQ) = c & (λR) = (c+2) 
         & (R´1) = a & (R´2) = b & (R´(c+2)) = 0
         & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,c] 
                ⇒  (R´i) = ( ((Q´i) x (R´(i+1))) + (R´(i+2)) )
                             & <[(R´(i+2)),(R´(i+1))] )
         & (λS) = d & (λT) = (d+2) 
         & (T´1) = a & (T´2) = b & (T´(d+2)) = 0
         & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,d] 
                ⇒  (T´i) = ( ((S´i) x (T´(i+1))) + (S´(i+2)) )
                             & <[(S´(i+2)),(S´(i+1))] )
         ⇒  Q … S & R … T ) ¡

                       



5 + ∀ a∀ b∀ Q∀ R∀ c 
       ( <[0,b] & ≤[b,a]
         & (λQ) = c & (λR) = (c+2) 
         & (R´1) = a & (R´2) = b & (R´(c+2)) = 0 
         & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,c] 
                ⇒  (R´i) = ( ((Q´i) x (R´(i+1))) + (R´(i+2)) )
                   & <[(R´(i+2)),(R´(i+1))] )
         ⇒  (R´(c+1)) = (a ∆ b) ) ¡

6 + ∀ a∀ b∀ Q∀ R∀ c 
       ( <[0,b] & ≤[b,a]
         & (R´1) = a & (R´2) = b & (R´(c+2)) = 0 
         & ∀ i ( ≤[1,i] & ≤[i,c] 
                ⇒  (R´i) = ( ((Q´i) x (R´(i+1))) + (R´(i+2)) )
                   & <[(R´(i+2)),(R´(i+1))] )
         ⇒  (R´(c+1)) = (a ∆ b) ) ¡

7 + ∀ n∀ m∀ k ( <[0,m] & ≤[m,n] & ω[k] & ¬ k = 0
            ⇒  (k x (n ∆ m)) = ((k x n) ∆ (k x m)) ) ¡

8 + ∀ n∀ m∀ k ( (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) & ≤[m,n] & ω[k] & ¬ k = 0
            ⇒  (k x (n ∆ m)) = ((k x n) ∆ (k x m)) ) ¡

9 + ∀ n∀ m∀ k ( ω[n] & ω[m] & ω[k] & (¬ n = 0 ∨  ¬ m = 0) & ¬ k = 0
            ⇒  (k x (n ∆ m)) = ((k x n) ∆ (k x m)) ) ¡

!CHAPTER 4 PRIME NUMBERS AND THEIR INFINITUDE¡
1 D π ; π ; ; { a : ω[a] & ¬ a = 1 
                    & ∀ n ( n|a ⇒  n = 1 ∨  n = a ) } ¡

2 + ∀ x ( π[x] ⇔ ω[x] & ¬ x = 1 & ∀ n ( n|x ⇒  n = 1 ∨  n = x ) )
¡

3 + ∀ x ( π[x] ⇒  ω[x] & ¬ x = 1 & ∀ n ( n|x ⇒  n = 1 ∨  n = x ) )
¡

4 + ∀ x ( ω[x] & ¬ x = 1 & ∀ n ( n|x ⇒  n = 1 ∨  n = x ) ⇒  π[x] )
¡

5 + ∀ x ( π[x] ⇒  ω[x] ) ¡

6 + π ⊆  ω ¡

7 + ∀ x ( π[x] ⇒  ¬ x = 1 ) ¡

8 + ∀ x∀ n ( π[x] & n|x ⇒  n = 1 ∨  n = x ) ¡

9 + ∀ x∀ n ( n|x & ¬ n = 1 & ¬ n = x ⇒  ¬ π[x] ) ¡

10 + ∀ x ( ω[x] & ¬ π[x] & ¬ x = 1 
          ⇒  ∃ m ( ¬ m = 1 & ¬ m = x & m|x ) )¡
11 + ¬ π[0] ¡
12 + ¬ π[1] ¡
13 + π[2] ¡
14 + ∀ x ( π[x] ⇒  ¬ x = 0 ) ¡

15 + ∀ x∀ n ( π[x] & ω[n] ⇒  ω[x] & ω[n] & (¬ x = 0 ∨  ¬ n = 0) )
¡

16 + ∀ x∀ n ( π[x] & ω[n] ⇒  (x ∆ n) = 1 ∨  (x ∆ n) = x ) ¡

17 + ∀ x∀ n ( π[x] & ω[n] & ¬ (x ∆ n) = 1 ⇒  (x ∆ n) = x ) ¡

18 + ∀ x∀ n ( π[x] & ω[n] & ¬ (x ∆ n) = 1 ⇒  x|n ) ¡

19 + ∀ x∀ n∀ m ( π[x] & x|(n x m) ⇒  x|n ∨  x|m ) ¡

20 + ∀ n ( ω[n] & ¬ n = 1 ⇒  ∃ m ( π[m] & m|n ) ) ¡

21 + “ π ¡

                       



                       


